
TABLE DES MATIERESIntroduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5I - M�ethodes d'agr�egation . . . . . . . . . . . . . . . 11I.1 D�e�nitions et notations . . . . . . . . . . . . . . 11I.2 Le mod�ele en fr�equences . . . . . . . . . . . . . 12I.3 Equilibre rapide . . . . . . . . . . . . . . . . 16I.4 Oscillations rapides . . . . . . . . . . . . . . . 22I.4.1 La moyennisation . . . . . . . . . . . . . 24I.4.2 R�eduction �a une vari�et�e centrale . . . . . . . . 27I.4.3 Comparaison des deux proc�ed�es . . . . . . . . 30I.5 Exemples de dynamiques rapides . . . . . . . . . . . 31I.5.1 Exemple 1 : mod�ele de migrations . . . . . . . . 31I.5.2 Exemple 2 : Mod�ele du r�eplicateur . . . . . . . . 32II - Perturbations du mod�ele de Lotka-Volterra . . . . . . . 34II.1 Le mod�ele et sa r�eduction . . . . . . . . . . . . . 35II.2 D�eveloppement et �etude sur une vari�et�e centrale . . . . . . 37II.3 Bifurcation sur la vari�et�e centrale . . . . . . . . . . 42II.4 Interpr�etation �ecologique . . . . . . . . . . . . . 47II.5 D�eveloppement de la fonction d�eplacement . . . . . . . 48III - Exemples d'applications . . . . . . . . . . . . . . 52III.1 Croissance d'une population . . . . . . . . . . . . 53III.1.1 Croissance logistique . . . . . . . . . . . 53III.1.2 Croissance logistique avec seuil . . . . . . . . 56III.2 La comp�etition . . . . . . . . . . . . . . . . 57III.2.1 Rappels sur le mod�ele de Lotka-Volterra . . . . . 57III.2.2 Pr�esentation et r�eduction du mod�ele . . . . . . . 59III.2.3 E�ets de la migration . . . . . . . . . . . 61III.3 La pr�edation . . . . . . . . . . . . . . . . 68III.3.1 Emergence de propri�et�es : la r�eponse fonctionnelle . . 68III.3.2 Bifurcation de la dynamique globale . . . . . . . 73III.3.3 Exemple d'oscillations rapides . . . . . . . . 75R�ef�erences Bibliographiques . . . . . . . . . . . . . . 835



� INTRODUCTIONC'est en 1798 qu'apparut le premier travail th�eorique d�e�nitif de la dynamique despopulations avec \Essay on the Principle of Population", de Thomas Malthus ([Be]). Qua-rante ans plus tard, Verhulst en tire le premier mod�ele math�ematique que l'on nommehabituellement �equation logistique : dNdt = aN(1 � NK )o�u N d�esigne la densit�e de biomasse de la population �etudi�ee, a est le taux de reproductionet K est la capacit�e limite de l'environnement.Actuellement, on trouve de nombreux mod�eles pour d�ecrire la croissance d'une po-pulation ou l'interaction entre plusieurs populations ([EK],[M],[Mu]). Un exemple bienconnu est le mod�ele de Lotka et Volterra (1925-1928). Les auteurs �etudient l'interactionentre deux populations, l'une de proies et l'autre de pr�edateurs. Ils reprennent l'id�ee quia guid�e Verhulst dans l'�equation logistique : lorsque deux individus se rencontrent, ilsr�eagissent. Dans le mod�ele de croissance logistique, la r�eaction est de type comp�etition,dans le mod�ele de Lotka-Volterra, elle est de type pr�edation. Ce dernier mod�ele donned'ailleurs quelques r�esultats en chimie o�u deux mol�ecules qui se rencontrent r�eagissentde fa�con quasi-syst�ematique. Cependant, lorsque l'entit�e que l'on consid�ere est un êtrevivant, la r�eaction attendue au cours de la rencontre n'est pas toujours la même. En outre,en chimie, lors de l'�etude d'une r�eaction, les mol�ecules sont g�en�eralement plac�ees dansun milieu homog�ene, par exemple en solution. Mais un milieu �ecologique est clairementh�et�erog�ene. Cette h�et�erog�en�eit�e est un facteur essentiel qui nuit �a la validit�e des mod�elescit�es pr�ec�edemment.On trouve actuellement dans les publications sur la dynamique des populations, desmod�eles qui prennent en compte cette h�et�erog�en�eit�e du milieu. Dans [I] par exemple,Ives introduit des sous-milieux et des migrations entre ceux-ci. Un inconv�enient de cegenre de mod�eles est que le nombre de param�etres et de variables augmente beaucoup.6



Les mod�eles que l'on doit �etudier sont donc complexes. Face �a ces mod�eles, qui con-tiennent alors une grande quantit�e de variables coupl�ees dans des �equations di��erentiellesg�en�eralement non lin�eaires, l'�etude analytique est rendue impossible et l'utilisation del'ordinateur ne su�t pas toujours. Il est alors n�ecessaire de mettre au point des m�ethodesqui permettent de r�eduire ces syst�emes. En fait, parmi cet \amas" de variables, souvent,seules quelques-unes pr�esentent un int�erêt parce qu'elles caract�erisent l'�etat complet dusyst�eme : on les appelle des variables globales. Les m�ethodes de r�eduction, appel�ees alorsm�ethodes d'agr�egation de variables, doivent permettre de donner des syst�emes plus simplesqui donnent la dynamique de ces variables globales. Plusieurs auteurs ([GCN], [GNC],[IAL], [ILA], [L]) ont propos�e des m�ethodes d'agr�egation de variables. Par exemple, Iwasaet coll. dans [IAL], proposent des m�ethodes d'agr�egation parfaite. Ils font des hypoth�esesde d�ependance entre les variables initiales, de sorte que le mod�ele initial se simpli�e. Ilsproposent des applications en �ecologie, mais les hypoth�eses �emises sur le mod�ele initial sontsouvent trop fortes pour être r�ealisables. Ces auteurs, dans [ILA], proposent �egalement desm�ethodes d'agr�egation approch�ees. Dans [G], Gard propose une m�ethode dans le cadredes mod�eles stochastiques.Le choix des variables globales est souvent associ�e �a une structure hi�erarchique dusyst�eme que l'on �etudie. Un syst�eme hi�erarchique est un syst�eme qui se subdivise en sous-syst�emes correspondant �a des niveaux d'organisation di��erents. L'individu, la populationet le peuplement sont des exemples de di��erents niveaux au sein d'un �ecosyst�eme. Lessyst�emes hi�erarchiques ont �et�e d�ecrits par plusieurs auteurs, en biologie en particulier(voir [Au1],..., [Au4], [AS], [W]). Ils pr�esentent un int�erêt du point de vue de l'agr�egationde variables. En e�et, la structure hi�erarchique est g�en�eralement accompagn�ee d'un jeu dedi��erentes �echelles de temps. Par exemple, les interactions microscopiques dans un syst�emethermodynamique sont plus fortes que les interactions macroscopiques. Par analogie, onpeut consid�erer une dynamique au niveau des individus plus rapide que la dynamiqueau niveau des populations. Ce sont ces di��erences d'�echelle de temps, associ�ees �a destechniques math�ematiques telles que les th�eor�emes de vari�et�es invariantes ([HPS]), quipermettent sous des hypoth�eses ad�equates, la r�eduction des syst�emes initiaux. Auger etRoussarie, dans [AR], d�ecrivent une m�ethode d'agr�egation de variables. Cette m�ethode,utilise la structure hi�erarchique des syst�emes qu'ils �etudient, ainsi que les di��erentes �echellesde temps.La prise en compte de l'h�et�erog�en�eit�e spatiale, temporelle et des comportements per-met de mettre en �evidence et de comprendre les m�ecanismes de la dynamique globaledu syst�eme. A l'aide d'une �etude analytique du syst�eme complet, par l'interm�ediaire du7



mod�ele r�eduit, on doit voir �emerger dans ce dernier les propri�et�es dues �a l'h�et�erog�en�eit�e.Ce type d'approche peut permettre de comprendre la croissance d'une population isol�ee,l'interaction entre plusieurs populations ou la dynamique engendr�ee par ces interactions.Dans ce travail, on propose une g�en�eralisation de la m�ethode d�ecrite dans [AR].L'utilisation de cette m�ethode est simple en g�en�eral, mais il y a quelques cas plus dif-�ciles. On les d�ecrit et on en �etudie un plus en d�etail. En�n, cette m�ethode permet defaire �emerger les propri�et�es de l'h�et�erog�en�eit�e dans les mod�eles globaux. Ce sont ces pro-pri�et�es que l'on �etudie dans divers types de probl�emes de dynamique des populations : lacroissance, la comp�etition et la pr�edation.La r�eductionLa m�ethode de r�eduction d�ecrite dans [AR], est fond�ee sur un th�eor�eme de vari�et�ecentrale. Le fait qu'il y ait di��erentes �echelles de temps en jeu a pour cons�equence quecertaines variables sont lentes, d'autres sont rapides. Si les variables rapides convergentrapidement vers un attracteur, modulo des termes lents, alors on peut esp�erer obtenir uner�eduction o�u les variables globales seront les variables lentes. Le choix des variables globalesest facilit�e par le fait que les mod�eles que l'on consid�ere ont des int�egrales premi�eres pourla dynamique rapide. Ces int�egrales premi�eres constituent de bons candidats pour devenirles variables globales, qui sont donc lentes.Dans [AR], les auteurs supposent que la dynamique rapide converge rapidement versun �equilibre, et que cet �equilibre ne d�epend pas des variables lentes. Ils en d�eduisent quela dynamique globale est une perturbation d'une dynamique topologiquement �equivalente�a la dynamique lente.On montre que le raisonnement qu'ils utilisent fonctionne encore si l'�equilibre rapided�epend des variables lentes. L'int�erêt de ceci est que la dynamique que l'on obtient apr�esr�eduction n'est plus une perturbation d'une dynamique topologiquement �equivalente �a ladynamique lente : il y a �emergence de propri�et�es du niveau rapide au niveau lent.D'autre part, l'attracteur de la dynamique rapide peut être plus compliqu�e qu'un�equilibre. Nous �etudions le cas o�u l'attracteur est un cycle limite. Nous donnons alorsune m�ethode de r�eduction lorsque la dynamique rapide oscille. On montre que l'on peutsupposer que le cycle limite d�epend des variables lentes. Si on consid�ere un syst�eme�ecologique, les oscillations rapides peuvent être provoqu�ees par un ph�enom�ene ext�erieur ausyst�eme : la p�eriodicit�e journali�ere du soleil par exemple. Ceci se traduit par le fait que le8



mod�ele est donn�e par un syst�eme non autonome, c'est-�a-dire qui d�epend explicitement dutemps. Nous donnons des hypoth�eses su�santes pour que la m�ethode fonctionne avec dessyst�emes non autonomes : ces hypoth�eses consistent simplement �a supposer que le cyclelimite est fortement attractant, dans un sens que l'on pr�ecise.Les e�ets de l'h�et�erog�en�eit�eDe nombreux auteurs ont montr�e que l'h�et�erog�en�eit�e du milieu ne peut pas être �evit�ee,et qu'elle doit être prise en compte dans les mod�eles. En particulier, dans [B], Barbaultexplique la th�eorie de la comp�etition en conditions homog�enes. Ensuite, il donne quelquesexemples o�u cette th�eorie ne su�t plus �a expliquer comment un grand nombre d'esp�ecesen comp�etition peuvent coexister.Nous montrons sur des exemples tr�es simples, en utilisant notre mod�ele, commentla prise en compte de l'h�et�erog�en�eit�e peut conduire �a la coexistence de deux esp�eces encomp�etition, alors que toutes les conditions sont r�eunies pour que la premi�ere des deuxesp�eces disparaisse. Ceci met en �evidence un fait maintenant bien connu : l'h�et�erog�en�eit�espatiale est un facteur de stabilit�e.Si on �etudie les changements de comportements d'un individu, ses changements d'ac-tivit�e, ses d�eplacements �a travers des milieux aux caract�eristiques di��erentes, on met en�evidence qu'elle en est l'in
uence sur la croissance et sur les interactions de l'esp�ece avecson milieu. Par exemple, le fait qu'un pr�edateur a�am�e chasse plus qu'un pr�edateur repus,entrâ�ne que la r�eponse fonctionnelle du syst�eme pr�edateurs-proies dont ils font partien'est plus une r�eponse de type Lotka-Volterra. Elle n'est pas proportionnelle au nombrede proies : on voit apparâ�tre un terme de saturation. On obtient cette transformation dumod�ele grâce �a l'�emergence de propri�et�es de la dynamique rapide dans la dynamique lente.Probl�emes ouvertsNous donnons dans ce travail des applications de nos m�ethodes de r�eduction �a l'�etudede la croissance de populations, ou bien �a celle de l'interaction entre plusieurs populations.Il serait int�eressant de pouvoir g�en�eraliser le proc�ed�e �a l'�etude de peuplements, voire d'un�ecosyst�eme. La question qu'il reste �a �elucider est, dans un premier temps, de trouver uneint�egrale premi�ere au niveau du peuplement ou de l'�ecosyst�eme.Nous avons signal�e que notre mod�ele permettait de faire �emerger des propri�et�es d'uncertain niveau, au niveau sup�erieur dans la structure hi�erarchique. Ceci provient du fait9



que l'attracteur de la dynamique rapide d�epend des variables lentes, et lorsqu'on r�eduit lesyst�eme initial, on remplace les variables rapides par des grandeurs qui ne d�ependent quede l'attracteur, donc �eventuellement des variables lentes. Il est alors naturel de supposerque l'attracteur, qui d�epend de variables lentes, se modi�e lentement au cours du temps,et qu'il �nisse par changer d'�etat (passage d'un attracteur �a un r�epulseur par exemple).En d'autres termes, la propri�et�e d'�emergence est naturellement accompagn�ee d'une pro-pri�et�e d'immergence. Dans [Ne], l'auteur donne des th�eor�emes qui pourrait permettre danscertains cas de d�ecrire ces propri�et�es d'immergence.Plan du travailCette th�ese est compos�ee de trois chapitres. La r�eduction des syst�emes que l'on pro-pose est fond�ee sur des th�eor�emes et techniques de la Th�eorie des perturbations ([Ar], [H],[Ho], [N]). Dans le premier chapitre, nous pr�esentons le mod�ele g�en�eral sur lequel noustravaillons dans toute la th�ese. Nous le mettons sous une forme appropri�ee �a l'applicationdes th�eor�emes. Ensuite nous le r�eduisons dans deux cas : si la dynamique rapide convergevers un �equilibre, et si cette dynamique converge vers un cycle limite. Dans ce dernier cas,on propose deux m�ethodes. La premi�ere est une application d'un th�eor�eme de moyennisa-tion : elle permet d'obtenir une dynamique r�eduite continue, mais elle pr�esente le d�efaut den'être a priori valable que pendant une dur�ee limit�ee. L'autre m�ethode est fond�ee sur unth�eor�eme de vari�et�e centrale de di��eomorphismes. On applique ce th�eor�eme �a l'applicationretour de Poincar�e ([P], [W]) du syst�eme, qui est d�e�nie dans un voisinage du cycle limitede la dynamique rapide. Cette m�ethode donne une dynamique r�eduite qui approxime ladynamique globale sans limitation de dur�ee. En contre partie, c'est une dynamique dis-cr�ete, donc plus di�cile �a �etudier que la dynamique continue obtenue par moyennisationen g�en�eral. C'est pourquoi nous montrons que la discr�etisation de la dynamique obtenuepar moyennisation est une perturbation de la dynamique obtenue avec le th�eor�eme der�eduction �a la vari�et�e centrale. On en conclut que si cette derni�ere est structurellementstable, alors la dynamique obtenue par moyennisation est valable sans limitation de dur�ee.En�n, on propose deux exemples de dynamique rapide : une dynamique de migrations, etune dynamique de comportements.Dans le deuxi�eme chapitre, nous appliquons la m�ethode de r�eduction dans le cas d'un�equilibre de la dynamique rapide �a un mod�ele de pr�edation, dont la dynamique lente est detype Lotka-Volterra. Le mod�ele obtenu sur la vari�et�e centrale est une perturbation d'unsyst�eme non structurellement stable ([PS],[T]). Nous donnons donc son d�eveloppement10



a�n de supprimer cette d�eg�en�erescence. On montre alors comment une bifurcation de Hopfapparâ�t dans la dynamique globale, lorsque les param�etres de la dynamique rapide varient.En termes �ecologiques, on met en �evidence l'in
uence de la dynamique de comportementdes individus sur la dynamique globale des populations. En fait, on choisit un chemindans l'espace des param�etres de la dynamique rapide (celle des comportements), et onmontre que lorsqu'on suit ce chemin, la dynamique globale subit une bifurcation de Hopfsous-critique ([MMC]) : les densit�es convergent initialement vers un �equilibre stable, etbrusquement se mettent �a osciller autour de cet �equilibre avec une amplitude born�ee.Le troisi�eme chapitre est consacr�e aux applications des m�ethodes d�ecrites dans lepremier chapitre. On met l'accent sur l'in
uence de l'h�et�erog�en�eit�e du milieu. On montrecomment ce facteur permet d'obtenir simplement les mod�eles classiques de croissance oud'interaction (comp�etition et pr�edation), �a partir de la loi d'action de masse appliqu�ee auxclasses quasi-homog�enes de population. On suppose l'existence de divers types de milieux,avec des migrations, et on essaie d'expliquer quels doivent être ces migrations pour obtenirun type de mod�ele donn�e. On montre �egalement que si l'on connâ�t les migrations (pardes mesures par exemple), on obtient un mod�ele unique. En�n, on donne un exemple o�ula dynamique rapide converge vers un cycle limite ([MC]).� CHAPITRE IMETHODES D'AGREGATIONOn donne dans ce chapitre deux m�ethodes d'agr�egation de variables, chacune corres-pondant �a un cas di��erent. Les syst�emes hi�erarchiques que l'on consid�ere ont des �echellesde temps di��erentes pour chacun de leurs niveaux. On �etudie le cas o�u il y a deux niveaux,et par cons�equent deux �echelles de temps, l'une rapide, l'autre lente. La dynamique rapidepeut être tr�es complexe, mais on suppose dans ce travail, soit qu'elle poss�ede un �equilibre,soit qu'elle oscille. On propose une m�ethode pour chacun des deux cas. La premi�erem�ethode est fond�ee sur un th�eor�eme de vari�et�e centrale, la deuxi�eme m�ethode est unecombinaison de moyennisation et de vari�et�e centrale. Ces th�eor�emes et techniques sontceux de la Th�eorie des perturbations. Par cons�equent, apr�es avoir �x�e les notations et11



donn�e une forme g�en�erale du mod�ele que l'on propose dans cette th�ese, nous mettons cedernier sous une forme adapt�ee �a la Th�eorie des perturbations. Cette forme est appel�eemod�ele en fr�equences.I.1 D�e�nitions et notationsEtant donn�e un ensemble de plusieurs populations, appel�e syst�eme, on subdivisechaque population en sous-populations appel�ees �etats. Chaque �etat correspond par ex-emple �a un site dans l'espace, ou bien �a une activit�e, �a un type de comportement. Ainsi,cette subdivision nous permet de prendre en compte l'h�et�erog�en�eit�e du milieu et/ou descomportements.On note n� la densit�e globale de la population �, o�u � 2 [1; � � � ; A], si A est le nombrede populations. On dit que n� est une variable globale. Soit N� le nombre d'�etats de lapopulation �, on note n�i , la densit�e de l'�etat i de la population �. On dit que n�i est unevariable d'�etat. Ces deux types de variables �etant des densit�es, ce sont des nombres r�eelspositifs ou nuls. On note n�, le vecteur dont les composantes sont les densit�es des �etatsde la population �. En�n, on note �n, le vecteur (n11; � � � ; n1N1; � � � ; nA1 ; � � � ; nANA) et n levecteur (n1; � � �nA).La dynamique des �etats, donn�ee par la d�eriv�ee des variables d'�etats, est suppos�eerapide par rapport �a la dynamique des populations, donn�ee par la d�eriv�ee des variablesglobales. Ceci signi�e que l'on suppose que les migrations, c'est-�a-dire les changementsde milieux, ou d'activit�es, se font rapidement par rapport �a la croissance globale despopulations, et �a l'e�et des interactions entre celles-ci. Autrement dit, il y a un facteurd'�echelle de temps que l'on note R.En utilisant ces notations, on propose alors un mod�ele sous une forme assez g�en�erale,qui est la suivante :(I:1) dn�idt = R � f�i (n; �n) +X� 6=�F��i (n�;n�)o�u R >> 1 et les fonctions f�i et F��i sont C1 pour tout i dans [1; � � � ;N�] et pourtout � dans [1; � � � ; A]. L'hypoth�ese d'in�nie di��erentiabilit�e n'est pas une hypoth�ese tropforte dans le sens o�u la plupart des mod�eles classiques la v�eri�ent.Le membre de droite de (I.1) se d�ecompose en deux termes, l'un est rapide (celui o�uR est en facteur), l'autre est lent. De plus, on fait l'hypoth�ese suivante :(I:2) 8 � 2 [1; � � � ; A]; N�Xi=1 f�i (n; �n) = 012



Cette hypoth�ese signi�e que si on oublie le terme lent, les variables globales sont cons-tantes. En e�et, la d�eriv�ee de n� par rapport �a t est la somme des d�eriv�ees des n�i , et danscette somme, d'apr�es (I.2), la partie rapide disparâ�t, donc les variables globales sont lentes.Autrement dit, pendant une courte p�eriode par rapport aux croissances de populations etaux e�ets des interactions entre ces derni�eres, leurs densit�es globales respectives restentles mêmes. C'est pourquoi nous dirons que la partie rapide est une dynamique interne :elle ne modi�e pas la densit�e des populations, mais simplement celle des sous-populations.Par opposition, le second terme donne la dynamique externe : c'est celle qui contient lesinformations concernant les interactions entre les di��erentes populations et qui montrecomment varie la densit�e globale d'une population en fonction des densit�es des autres.I.2 Le mod�ele en fr�equencesDans ce paragraphe, nous donnons une autre forme du mod�ele (I.1), qui lui est �equiva-lente, mais qui est mieux adapt�ee �a la Th�eorie des perturbations. Ce mod�ele en fr�equencesest obtenu du mod�ele (I.1) simplement par un changement de variables.Consid�erons les variables u�i = n�in� qui sont d�e�nies pour n� > 0. Si n� 6= 0, on a�evidemment le syst�eme suivant :(I:3) 8>><>>: dn�dt = N�Xi=1 dn�idtdu�idt = 1n� (dn�idt � u�i dn�dt )En rempla�cant les d�eriv�ees des densit�es d'�etats par rapport au temps t par leur expres-sion (I.1) dans le syst�eme (I.5), en rempla�cant les variables n�i par les expressions u�i n�,et en utilisant les relations (I.3), on obtient alors le syst�eme suivant :(I:4)8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: du�idt = R 1n� f�i (n; �n) + 1n� X� 6=� F��i (n�;n�) � u�i N�Xj=1 F��j (n�;n�)!avec f�i (n; �n) = f�i (n1 � u11; � � � ; n1 � u1N1; � � � ; nA � uA1 ; � � � ; nA � uAnA;n)= �f�i (u11; � � � ; uANA;n)et F��i (n�;n�) = �F��i (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�)o�u les fonctions �f�i et �F��i sont C1. 13



Remarquons de plus que si pour un certain �0, n�0 = 0, alors n�0i = 0 pour tout ientre 1 et N�0 . Les fr�equences ne sont alors pas d�e�nies a priori. Dans ce cas la dynamiquegouvernant cette population est triviale : dn�0idt � 0 pour tout i. Du fait que R >> 1, ilest clair que si f�0i (n; �n) 6= 0, alors :R��f�0i (�n)�� >> �� X� 6=�0 F�0�i (n�0 ;n�)��Ainsi l'�egalit�e n�0 = 0 implique le syst�eme suivant :(I:5) 8><>: f�0i (n1; � � � ;n�0�1; 0;n�0+1; � � � ;nA; �n) = 0 i 2 [1; � � � ;N�0 ]X� 6=�0F�0�i (0;n�) = 0Ces hypoth�eses ajout�ees �a celle de continue di��erentiabilit�e des fonctions f�i et F��i ,nous permettent d'�ecrire, pour tout (n; �n) :f�i (n; �n) = N�Xj=1n�j Z 10 @f�i@n�j (n11; � � � ; n��1N��1; tn�1 ; � � � ; tn�N�; n�+11 ; � � � ; nANA; �n)dtOn note par f�ij(n; �n) les int�egrales de l'expression pr�ec�edente. En proc�edant de lamême fa�con avec les fonctions F , on obtient le syst�eme suivant :(I:6) 8>>>>><>>>>>: f�i (n; �n) = N�Xj=1n�j � f�ij(n; �n)X� 6=�F��i (n�;n�) = X� 6=� N�Xj=1n�j F��ij (n�;n�)o�u les fonctions f�ij et F��ij sont C1. Le syst�eme (I.6) peut alors être �ecrit dans lescoordonn�ees en fr�equences, ce qui donne le syst�eme suivant :(I:7) 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: f�i (n; �n) = n� N�Xj=1 u�j � �f�ij (u11; � � � ; uANA;n)= n� ~f�i (u11; � � � ; uANA;n)X� 6=�F��i (n�;n�) = n� X� 6=� N�Xj=1 u�j F��ij (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�; u�1 ; � � � ; u�N�)= n� X� 6=� ~F��i (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�; u�1 ; � � � ; u�N�)14



D'autre part, nous consid�erons un autre temps, � , d�e�ni par t = " � � o�u " = 1R << 1.On est alors en mesure de donner un mod�ele �equivalent au mod�ele (I.1), dans les nouvellescoordonn�ees.(I:8) 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
du�id� = ~f�i (u11; � � � ; uANA;n)+"X� 6=� ~F��i (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�; u�1 ; � � � ; u�N�)�"u�i N�Xj=1X� 6=� ~F��j (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�; u�1 ; � � � ; u�N�)dn�d� = " � n� N�Xi=1 X� 6=� ~F��i (n�; n�; u�1 ; � � � ; u�N�; u�1 ; � � � ; u�N�)Ce syst�eme contient A + AX�=1N� �equations, soit A �equations de plus que le syst�eme(I.1). Cette augmentation du nombre d'�equations provient du fait que pour tout �, on al'�egalit�e : N�Xi=1 u�i = 1De cette derni�ere �egalit�e, qui est valable pour toute valeur de � dans [1; � � � ; A], onpeut d�eduire les fr�equences u�N� des autres, ce qui donne les �egalit�es suivantes.(I:9) u�N� = 1� N��1Xi=1 u�iCeci signi�e que la connaissance de N� � 1 fr�equences su�t pour les connâ�tre toutes.Par cons�equent, pour chaque �, on peut oublier une �equation dans (I.8) sans perdred'information. On obtient un syst�eme �a AX�=1N� �equations, en supprimant par exempleles �equations donnant du�N�d� et en rempla�cant dans les autres �equations les variables u�N�par leur expression (I.9). On pose : k1 = AX�=1(N� � 1)k2 = A 15



A�n de simpli�er les expressions, on d�esigne par u� le vecteur (u�1 ; � � � ; uN�N��1). Lesyst�eme obtenu est celui que nous utilisons dans les prochains paragraphes; il s'�ecrit de lamani�ere suivante :(I:10) 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
du�id� = f�i (u1; � � � ;uA;n) + "X� 6=�F��i (n�; n�;u�;u�)�"u�i N�Xj=1X� 6=�F��j (n�; n�;u�;u�)dn�d� = " � n� N�Xi=1 X� 6=�F��i (n�; n�;u�;u�)d"d� = 0o�u i varie maintenant entre 1 et (N��1) pour tout � 2 [1; � � � ; A]. Ce syst�eme d�e�nitun champ de vecteurs X, C1, sur IRk1 � IRk2 � IR.I.3 Equilibre rapideLorsque " est nul dans le syst�eme (I.10), les variables globales sont constantes, et sontdonc des param�etres pour le syst�eme (I.10) restreint �a l'espace IRk1 des fr�equences. End'autres termes, �etant donn�ees des densit�es globales n�, alors IRk1 � f(n1; � � � ; nA)g � f0gest invariant par le champ d�e�ni par (I.10), c'est-�a-dire que X est alors une famille dechamps de vecteurs sur IRk1 , avec n 2 IRk2 pour param�etre. On peut alors parler dematrice jacobienne de la partie rapide puisque l'application de composantes f�i est dans cecas une application �a param�etres, de IRk1 dans lui-même. Par cons�equent, on peut parlerde matrice jacobienne pour la partie rapide de (I.10) restreinte �a cet espace invariant.Dans ce paragraphe, on suppose que la partie rapide, obtenue lorsque " est nul dansle syst�eme (I.10), admet un �equilibre hyperbolique stable, autrement dit que la matricejacobienne de la partie rapide au point d'�equilibre n'a que des valeurs propres de par-ties r�eelles strictement n�egatives. Ceci signi�e que les densit�es des �etats varient tr�es vitejusqu'�a un �equilibre, pour lequel même si les migrations continuent de mani�ere rapide, laproportion dans chaque �etat est presque constante. L'id�ee de la m�ethode que l'on propose,est la suivante : si les proportions sont quasiment constantes, alors on peut supposer queles variables u�i sont des constantes dans les �equations lentes du syst�eme (1.10), la valeurde ces constantes est obtenue en cherchant l'�equilibre de la partie rapide. On obtient decette mani�ere une approximation de la dynamique des variables globales. Un probl�eme16



important reste pos�e : les variables d'�etats ne sont pas r�eellement des constantes et con-tinuent de varier lentement, par cons�equent notre approximation n'est a priori valable quependant une dur�ee limit�ee, et que l'on ne connâ�t pas.Dans ce paragraphe, nous formalisons ce raisonnement heuristique �a l'aide d'un th�eo-r�eme de vari�et�e centrale que nous rappelons. Ce formalisme nous permettra de voir combiende temps notre approximation est valable. Dans le chapitre II, nous verrons en particuliercomment la m�ethode nous permet d'avoir une bonne approximation aussi longtemps quel'on veut, même dans les cas \d�efavorables".La version du th�eor�eme de vari�et�e centrale que nous utilisons est due �a F�enichel. Avantde l'�enoncer, nous faisons un bref rappel d'alg�ebre lin�eaire.Soit X un champ de vecteur sur IRN o�u N = k1 + k2 + 1, de classe C1. On supposeque M = f0g � IRk2 � f0g est un ensemble de points d'�equilibre de X. Pour tout n dansIRk2 , on note DX(n) la partie lin�eaire de X en (0;n; 0) 2 M . On suppose que DX(n)poss�ede k1 valeurs propres de parties r�eelles strictement n�egatives, et que 0 est une valeurpropre de multiplicit�e k2 + 1. En tout point (0;n; 0) 2 M , il existe une d�ecompositionde IRN sous la forme Esn � Ecn, Esn est appel�e espace stable et Ecn est l'espace central, etdim(Esn) = k1, dim(Ecn) = k2 + 1. Toute les valeurs propres de la restriction de DX(n)�a l'espace stable ont une partie r�eelle strictement n�egative. En utilisant ces hypoth�eses etces notations, on peut �enoncer le th�eor�eme de vari�et�e centrale sous la forme suivante ([C],[F], [HPS], [K]) :Th�eor�eme I.3.1 Pout tout compact � � IRk2 , et pour tout entier naturel K, il existe unr�eel strictement positif "0 et une application h de classe CK d�e�nie de �� [�"0; "0] dansIRk1 , dont le graphe est not�e W, tels que :i ) h(n; 0) = 0.ii ) W est tangent �a Ecn en tout point de M .iii) W est invariante sous l'action de X.L'invariance de W sous l'action de X signi�e qu'en tout point (u;n; ") 2 W le champX est tangent �a W.Nous allons montrer maintenant comment appliquer ce th�eor�eme au syst�eme (1.10)qui d�e�nit un champ de vecteur C1. On suppose que la partie rapide de (1.10) a un�equilibre not�e U = (U1; � � � ;UA). Cet �equilibre est solution du syst�eme suivant :(I:11) 8<: f�i (n; U1; � � � ; UA) = 0n = Cte" = 017



Il est clair que la solution U de ce syst�eme d�epend des valeurs de (n1; � � � ; nA) = n,c'est-�a-dire que U�i = U�i (n). Le th�eor�eme des fonctions implicites nous permet de direque les U�i d�ependent de n de mani�ere C1. On introduit alors les fr�equences relatives.Elles sont d�e�nies par :(I:12) �u�i = u�i � U�i .Ces fr�equences relatives donnent un syst�eme de coordonn�es dans lequel le syst�eme(I.10) se met sous une forme adapt�ee au th�eor�eme. En e�et, l'�equilibre de la partie rapideest atteint pour des fr�equences relatives nulles. Or l'espace des fr�equences relatives estl'espace IRk1 du th�eor�eme, l'espace des variables globales est l'espace IRk2 du th�eor�eme.De l'�equation (I.12) d�ecoule �evidemment l'expression de la variation des fr�equencesrelatives en fonction de celles des fr�equences et des fr�equences d'�equilibre.Cette expression est la suivante :(I:13) d�u�id� = du�id� � dU�id�On a remarqu�e pr�ec�edemment que U�i est une fonction de n, ce qui entrâ�ne que lesfr�equences d'�equilibre sont des fonctions de la variable � , par composition. En utilisant laformule de d�erivation d'une compos�ee, on d�eduit l'expression des d�eriv�ees des fr�equencesd'�equilibre par rapport �a � :(I:14) 8>>>>><>>>>>: dU�id� = AX�=1 @U�i@n� � dn�d�= " � AX�=1 N�Xj=1X� 6=�n� @U�i@n� F ��j (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)Dans les syst�emes, on �ecrit U� pour U�(n), mais les fr�equences d'�equilibres sont desfonctions et non des variables, c'est pourquoi dans les syst�emes qui suivent, on n'�ecritpas les �equations donnant les d�eriv�ees de ces fr�equences d'�equilibres en fonction de � .Cependant, nous exprimons les �equations en explicitant les fr�equences d'�equilibre dans lesexpressions pour mettre en �evidence le fait que la dynamique interne joue un rôle, mêmesi elle arrive tr�es vite �a un �equilibre.On consid�ere alors le champ d�e�nit par le syst�eme (I.10) dans le syst�eme de coor-donn�ees (�u;n; ") o�u �u d�esigne le vecteur (�u1; � � � ; �uA). On obtient �nalement un syst�emetoujours �equivalent au syst�eme initial (I.1), en rempla�cant dans (I.10) la variation de �u�i18



par son expression (I.13), et la variation de U�i par son expression (I.14), ce qui donne :
(I:15)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
d�u�id� = f�i (n; �u1 +U1; � � � ; �uA +UA)+"X� 6=�F��i (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)�"u�i N�Xj=1X� 6=�F��j (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)�" � AX�=1 N�Xj=1X� 6=�n� @U�i@n� F ��j (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)dn�dt = " � n� N�Xi=1 X� 6=�F��i (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)d"d� = 0On peut simpli�er l'expression de (I.15), en utilisant les notations suivantes : ond�esigne par f l'application de IRk2�IRk1 dans IRk1 , dont les composantes sont les fonctionsf�i ; on d�esigne par g� les fonctions d�e�nies par :g�(�u;n) = n� N�Xi=1 X� 6=�F��i (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)et par g l'application de IRk2�IRk1 dans IRk2 , dont les composantes sont les g�. En�non d�esigne par F�i les fonctions d�e�nies par :F�i (�u;n) = X� 6=�F��i (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)� u�i N�Xj=1X� 6=�F��j (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)� AX�=1 N�Xj=1X� 6=�n� @U�i@n� F ��j (n�; n�; �u� +U�; �u� +U�)et par F l'application de IRk2 � IRk1 dans IRk1 , dont les composantes sont les F�i .19



�Avec ces notations, le syst�eme (I.15) s'�ecrit sous la forme condens�ee suivante :(I:16) 8>>>>>><>>>>>>: d�ud� = f(�u;n;U) + "F (�u;n;U)dnd� = " � g(�u;n;U)d"d� = 0Nous allons v�eri�er maintenant, que le champ de vecteurs X, d�e�ni par le syst�eme (I.16)satisfait aux hypoth�eses du th�eor�eme I.3.1. Tout d'abord, par construction du mod�ele, etcomme les changements de variables e�ectu�es sont C1, X est C1. D'autre part, l'ensembleM = f(�u;n; "g 2 IRk1 � IRk2 � IR ; �u = 0; " = 0g est un ensemble de points singuliers deX, par construction. La partie lin�eaire de X en un point de M , not�ee DX(n), s'�ecrit sousla forme matricielle suivante :DX(n) = 0BBBB@0B@ � � � � � � � � �� � � @f�i@�u�j (0;n) � � �� � � � � � � � �1CA � �0 0 �0 0 01CCCCAComme nous avons suppos�e que la partie rapide a un �equilibre hyperbolique stable,il est clair que la matrice de DX(n) a k1 valeurs propres de parties r�eelles strictementn�egatives, et que la valeur propre 0 est de multiplicit�e k2 + 1. On peut donc appliquer leth�eor�eme I.3.1. : soit un compact � de IRk2 , pour " assez petit, il existe une application hde � dans IRk1 , dont les composantes sont not�ees h�i ; i 2 [1; � � � ;N�]; � 2 [1; � � � ; A] telleque : �u�i = h�i (n; ")= " � !�i1(n) +O("2)On note !�il(n) le coe�cient de "l dans le d�eveloppement en " de h�i (n; "). Nousmontrons plus loin comment calculer ces coe�cients. Pour une condition initiale dansIRk1 � IRk2 � f"g, la trajectoire solution du syst�eme (I.16) partant de cette conditioninitiale est tr�es vite "�proche de la trajectoire issue de la projection de la même conditioninitiale sur f0g � IRk2 � f"g, et solution du syst�eme :(I:17) dnd� = "g(0;n;U) + "2 � DgD�u (0;n;U) � @�u@" + o("2)o�u DgD�u (0;n;U) = 0@ � � � � � � � � �� � � @g�@n� (0;n;U) � � �� � � � � � � � �1A20



Ceci signi�e que pour connâ�tre la dynamique des variables globales, il su�t de d�eter-miner une vari�et�e centrale, c'est-�a-dire l'application h, et de remplacer les fr�equences rel-atives dans les �equations de (I.16) qui donnent la dynamique globale, par h. De plus,puisque h est aussi di��erentiable que l'on veut en ", on peut en �ecrire un d�eveloppement �al'ordre voulu; on obtient une dynamique globale d�e�nie par le syst�eme (I.17). En revenantau temps t = "� , le syst�eme (I.17) s'�ecrit :(I:18) dndt = g(0;n;U) + " � DgD�u (0;n;U) � @�u@" + o(")Finalement, si la partie principale de (I.18), obtenue en posant " = 0, est struc-turellement stable, alors pour " assez petit, la dynamique de (I.18) est qualitativement lamême. En d'autres termes, la m�ethode consiste �a remplacer dans les �equations des vari-ables globales de (I.10), les fr�equences par leur valeur d'�equilibre; si la dynamique obtenueest structurellement stable, alors elle est qualitativement semblable et quantitativement"�proche de la dynamique globale. Par contre, lorsque la dynamique obtenue en rem-pla�cant les fr�equences par leur valeur d'�equilibre n'est pas structurellement stable, il fautfaire un d�eveloppement en " de la vari�et�e centrale; nous d�ecrivons le proc�ed�e.Calcul des coe�cients du d�eveloppement de la vari�et�e centrale :Il y a deux mani�eres de calculer la d�eriv�ee de �u par rapport �a � . C'est en identi�antles coe�cients des d�eveloppements obtenus par chacune des d�erivations de �u qu'on obtientles !�il. En e�et, puisque �u = h(n; ") sur la vari�et�e centrale, on a les �egalit�es suivantes :d�ud� = f(h(n; ");n;U) + " � F (h(n; ");n;U)= AX�=1 @�u@n� dn�d�Calculons les !�i1. On peut �ecrire d'une part :d�ud� = f(h(n; ");n;U) + "F (h(n; ");n;U)= f(0;n;U) + DfD�u (0;n;U) � @h@" (n; 0) +O(")et d'autre part : d�ud� = AX�=1 @�u@n� dn�d� = O(")21



Par unicit�e du d�eveloppement en ", on en d�eduit l'�egalit�e entre les coe�cients d'ordre0, c'est-�a-dire que :(I:19) f(0;n;U) + DfD�u (0;n;U) � @h@" (n; 0) = 0Or le vecteur @h@" (n; 0) n'est autre que le vecteur dont les composantes sont(!111; � � �!1N1�1;1; � � � ; !A11; � � � ; !ANA�1;1).De plus, puisque les valeurs propres de la matrice de DfD�u (0;n;U) ont une partie r�eellestrictement n�egative, cette matrice est inversible, et on a :0BB@ ...!�i1... 1CCA = DfD�u (0;n;U) � f(0;n;U)Nous verrons dans le prochain chapitre un exemple d'utilisation de ces param�etres.Si la dynamique obtenue en utilisant ces param�etres est structurellement stable, alors onpeut oublier les termes qui correspondent �a une puissance de " sup�erieure ou �egale �a deuxdans (I.18), mais dans le cas contraire, il faut calculer les !�i2, et ainsi de suite. Ceci �etantdit, nous verrons pourquoi dans la plupart des cas que nous �etudions (int�eractions entredeux populations, deux peuplements, etc...), il n'y a pas besoin de calculer les !�il : lapartie principale de (I.18) est structurellement stable.Il faut �egalement noter que le mod�ele (I.18), obtenu sur la vari�et�e centrale, fait inter-venir les fr�equences d'�equilibre d�es l'ordre 0 en " . Si la partie rapide de (I.16) ne d�ependpas de n, alors les fr�equences d'�equilibre sont constantes et la partie principale du mod�ele(I.18) donne une dynamique du même type que celle de la partie lente de (I.16). Par contre,si la partie rapide de (I.16) d�epend de n, alors les fr�equences d'�equilibre sont des fonctionsde n (comme nous l'avons vu). Dans ce cas la dynamique rapide donne naissance �a unenouvelle dynamique globale. Dans le mod�ele (I.10) initial, on met une dynamique lentequi caract�erise la dynamique �a longue �ech�eance, et la densit�e-d�ependance de la dynamiquerapide modi�e le mod�ele initial : il y a �emergence de propri�et�es dont l'e�et se voit �a longterme.Nous regardons maintenant le cas o�u les variables d'�etats oscillent rapidement.I.4 Oscillations rapidesIl existe des cas o�u la dynamique rapide ne converge pas vers un �equilibre, commenous le verrons dans le troisi�eme chapitre. En e�et, on peut supposer que les fr�equences22



dans le syst�eme (I.10), avec " nul, oscillent. De plus, dans certaines situations �ecologiques,ces oscillations peuvent être forc�ees par un facteur ext�erieur; par exemple, elles peuventêtre la cons�equence de l'apparition et de la disparition successives du soleil, c'est-�a-direque la p�eriodicit�e des migrations peut être provoqu�ee par celle du soleil : c'est le cas del'exemple trait�e dans le troisi�eme chapitre. Si les populations consid�er�ees ont une dur�eede vie de quelques mois au moins, on peut supposer que la p�eriode du soleil, et donc celledes comportements, est courte par rapport �a la dynamique de la population.Dans le cas o�u les oscillations sont forc�ees, il faut supposer que le syst�eme (I.10) estnon autonome, c'est-�a-dire, dans le cas qui nous int�eresse, que les fonctions f�i d�ependentexplicitement du temps. Cette d�ependance par rapport au temps est p�eriodique, moduloun terme qui tend exponentiellement vite vers 0 quand le temps augmente. Dans toute lasuite, lorsque l'on consid�ere un syst�eme non autonome, on fait deux hypoth�eses :- le cycle limite de la partie rapide ne d�epend pas explicitement du temps. On peut montrer(voir le troisi�eme chapitre) que cette hypoth�ese entrâ�ne que la p�eriodicit�e des migrationsne d�epend pas de la r�epartition initiale des populations entre les di��erents milieux.- toute trajectoire issue d'une condition initiale contenue dans un compact donn�e entredans "�voisinage du cycle limite apr�es un temps t de l'ordre de "j ln(")j. Cette hypoth�ese,apparemment complexe, signi�e simplement que l'orbite p�eriodique attire fortement lestrajectoires, c'est-�a-dire que tr�es rapidement, les fr�equences se mettent �a osciller. Lesordres de grandeurs �evoqu�es dans cette hypoth�ese seront justi��es plus loin.On part donc du mod�ele suivant :(I:20) 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
du�id� = f�i (u1; � � � ;uA;n; � ) + "X� 6=�F��i (n�; n�;u�;u�)�"u�i N�Xj=1X� 6=�F��j (n�; n�;u�;u�)dn�d� = " � n� N�Xi=1 X� 6=�F��i (n�; n�;u�;u�)d"d� = 0et on suppose que si " est nul, alors pour tout vecteur de variables globales n, les fr�equencesu�i viennent rapidement osciller autour d'un cycle limite, que nous notons 
n.Rappelons une d�e�nition : on dit qu'un cycle limite est hyperboliquement stable sil'application retour qu'il induit a une partie lin�eaire dont toutes les valeurs propres sont23



de modules strictement inf�erieurs �a 1. Nous supposons dans la suite soit que le syst�eme(I.20) est non autonome, soit que pour tout n, le cycle 
n est hyperboliquement stable.Dans ce paragraphe, nous allons montrer que l'on peut �egalement r�eduire le syst�emeinitial (I.20), en un syst�eme plus simple qui donne la dynamique des variables globales.Cette r�eduction est fond�ee tout d'abord sur un th�eor�eme de moyennisation. Le principe estle suivant : chaque fr�equence qui intervient dans les �equations des variables globales oscilletr�es vite autour \d'un" cycle limite, on peut alors la remplacer par sa valeur moyenne sur\le" cycle. Le probl�eme est que \le" cycle n'existe que si " est nul, mais lorsque " estpositif, il y a une d�erive de l'oscillation, c'est-�a-dire qu'on peut imaginer que le cycle sed�eplace lentement, �a une vitesse de l'ordre de ". Ceci signi�e que l'on fait une petite erreurde l'ordre de " �a chaque instant, et au bout d'une dur�ee de l'ordre de 1" , l'erreur globaleest a priori de l'ordre de 1, c'est-�a-dire non n�egligeable.On peut proc�eder d'une autre mani�ere : l'existence de cycle limite entrâ�ne l'existenced'une application retour. Autrement dit, on peut remplacer la dynamique continue d�e�niepar (I.20), par une dynamique discr�ete (on d�ecrit plus loin le proc�ed�e). Il existe uneversion du th�eor�eme de vari�et�e centrale que l'on a utilis�e dans le paragraphe pr�ec�edent, quis'applique aux syst�emes discrets. Ce th�eor�eme nous permet d'avoir la dynamique globale�a intervalles de temps r�eguliers, simplement avec les variables globales, et pendant unedur�ee aussi longue que l'on veut, puisque la dynamique obtenue sur la vari�et�e centrale estexacte et exponentiellement attractante.Il faut cependant noter que si la dynamique discr�ete est valable sans limitation dedur�ee, elle est en g�en�eral plus di�cile �a �etudier qu'une dynamique continue. C'est pourcette raison qu'apr�es avoir d�ecrit les deux proc�ed�es de r�eduction, nous les comparons : sion consid�ere une discr�etisation convenable de la dynamique globale obtenue par moyen-nisation, le di��eomorphisme qu'elle d�e�nit est une perturbation du di��eomorphisme surla vari�et�e centrale. Ceci permet de conclure que sous de bonnes hypoth�eses (de stabil-it�e structurelle...), le di��eomorphisme sur la vari�et�e centrale se plonge dans un champ devecteurs, c'est-�a-dire que l'on r�ecup�ere une dynamique globale continue, qui est maintenantvalable pendant une dur�ee aussi longue que l'on veut.I.4.1 La moyennisationNous d�ebutons ce sous-paragraphe par la transformation du syst�eme (I.20) : nousmettons ce syst�eme sous la forme adapt�ee �a un th�eor�eme de moyennisation que nousrappelons.On a suppos�e que si le syst�eme (I.20) est autonome, alors pour tout n, il existe un24



cycle limite 
n hyperboliquement stable. Dans cette situation, pour une condition initialedonn�ee dans un compact �x�e (contenant les 
n dans l'espace des phases IRk1 � IRk2 ), onpeut appliquer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme I.4.1 Etant donn�ee une condition initiale (u0;n0) dans un voisinage de 
n0 ,la solution (u(� );n(� )) du syst�eme (I.20) reste �a une distance inf�erieure �a " du cycle
n("�) �a partir d'un instant �0 de l'ordre de j ln(")j, c'est-�a-dire d'un instant t0 de l'ordrede " � j ln(")j.Ce th�eor�eme est du �a Zvonkin et Shubin (voir [ZS]). Il signi�e que pour " �x�e, si onse donne une condition initiale (u0;n0) pas trop �eloign�ee du cycle limite 
n0 , la trajectoireissue de cette condition initiale et solution de (I.20), est �a l'instant t = "� proche de
n(t) apr�es un temps tr�es court, qui tend vers 0 avec ". Ce th�eor�eme nous permet dejusti�er la deuxi�eme hypoth�ese dans le cas des champs non autonomes. On en conclutque les trajectoires solutions du syst�eme (I.20), avec les hypoth�eses �emises, se comportentde la même fa�con dans le cas autonome et dans le cas non autonome : apr�es un tempst relativement court (qui tend vers 0 avec "), les trajectoires sont proches \d'un" cyclelimite, c'est-�a-dire qu'elles se mettent rapidement �a osciller avec une d�erive lente.D'autre part, on note S1 le quotient de IR par [0; 2�]. Si on consid�ere un "�voisinagede 
n, pour n quelconque dans IRk2 , il existe un changement C1 de coordonn�ees sur cevoisinage, qui transforme u en (z; ') : tout point de IRk1 peut être rep�er�e par une valeur' de la param�etrisation de 
n, et par une coordonn�ee rectangulaire z sur un hyperplan deIRk1 passant par le point ' de l'orbite p�eriodique, et transverse �a cette orbite. De cettemani�ere, l'�equation de 
n est z = 0 pour tout n.Remarque : l'existence d'un tel changement de coordonn�ees est due �a des th�eor�emesd'existence, et n'est pas issue d'un proc�ed�e constructif, ce qui signi�e que dans la pra-tique, il peut être tr�es di�cile �a expliciter. Nous donnerons cependant un exemple o�u sad�etermination est assez simple dans le troisi�eme chapitre.Dans le nouveau syst�eme de coordonn�ees, (I.20) se met sous la forme vectorielle sui-25



vante :(I:21) 8>>>>><>>>>>: dzd� = a(';n) � z +O(kzk2) +O(")d'd� = !(n) +O(kzk) +O(")dnd� = " � �g(z; ';n; ")o�u !(n) 6= 0.Nous montrons maintenant pourquoi le temps n'apparâ�t plus explicitement dans les�equations. D'apr�es la deuxi�eme �egalit�e, si kzk = O("), il d�ecoule que :'(� ) = '0 + !(n)� +O(")si � << 1" . Par cons�equent, si '0 = 0 on peut consid�erer le changement de variables :� = '!(n)On peut alors consid�erer le temps comme proportionnel �a l'angle, �a un terme de l'ordrede " pr�es. C'est pourquoi le temps n'apparâ�t plus explicitement dans les �equations. Ontrâ�te dor�enavant le cas autonome comme le cas non autonome.L'application a(';n) est lin�eaire pour tout (';n) 2 S1� IRk2 . En�n, toute les d�epen-dances par rapport �a ' sont 2��p�eriodiques. La premi�ere �egalit�e de (I.21) vient du faitque si " est nul, l'orbite p�eriodique 
n, d'�equation fz = 0g, est invariante par le champd�e�nit par (I.20), autrement dit si " est nul, la d�eriv�ee de z par rapport au temps � estnulle en z = 0; Taylor nous permet de conclure. En�n, puisque le changement de variablesu 7! (z; ') se fait sur un "�voisinage de 
n, on a z = O("). Donc (I.21) se met sous laforme suivante :(I:22) 8><>: d'd� = !(n) + " � f(';n; ")dnd� = " � g(';n; ") +O("2)Enon�cons maintenant le th�eor�eme de moyennisation. Cette version du th�eor�eme estdans [Ar] :Th�eor�eme I.4.2 Soit le syst�eme di��erentiel perturb�e :� _' = !(n) + "f(n; '; ")_n = "g(n; '; ")26



o�u f et g sont des fonctions 2��p�eriodiques en ' 2 S1, et o�u n 2 D � IRk2 et soitl'�equation moyennis�ee :_p = "G(p) avec G(p) = 12� Z 2�0 g(';p; 0)d'Supposons que la fr�equence de rotation ! ne s'annule pas dans le domaine D, et sup-posons �egalement que la solution p(� ) de l'�equation moyennis�ee reste dans D pendant letemps lent t = T o�u T << 1. Alors l'�ecart entre la valeur de la solution de l'�equationmoyennis�ee p(� ) et la n�composante de la solution du syst�eme perturb�e v�eri�ant la con-dition initiale n(0) = p(0) reste petit pendant le temps � 2 [0; T" ], pourvu que " soitsu�samment petit : kn(� )� p(� )k � C"o�u la constante C ne d�epend pas de ".Dans le but d'appliquer ce th�eor�eme, on d�e�nit la fonction G sur un domaineD � IRk2par : G(n) = 12� Z 2�0 g(';n; 0)d'et on consid�ere le syst�eme d�e�ni par :(I:23) dpd� = "G(p)D'apr�es le th�eor�eme I.4.2, il existe un temps T << 1 ,tel que :8 � 2 [0; T="]; kn(� )� p(� )k � C"o�u C est une constante ind�ependante de ".Le syst�eme (I.23) est un syst�eme qui gouverne les variables globales, et qui est endimension IRk2 , donc a priori plus simple �a �etudier que le syst�eme (I.20). On proposemaintenant l'autre m�ethode.I.4.2 R�eduction �a une vari�et�e centraleDans ce sous-paragraphe, on propose un proc�ed�e de r�eduction semblable �a celui d�ecritdans le paragraphe I.3, mais appliqu�e �a l'application retour induite par un cycle limite.Comme nous l'avons vu dans le paragraphe I.3, la dynamique du syst�eme initial converge27



tr�es vite vers la dynamique sur la vari�et�e centrale, et sur celle-ci, la dynamique est exacte.Par cons�equent, le mod�ele r�eduit est valable pendant une dur�ee quelconque.�L'hypoth�ese d'existence pour tout n d'un cycle limite 
n quand " = 0 entrâ�nel'existence pour tout n d'une application retour Pn d�e�nie sur une section �n transverse �a
n. On peut choisir les sections transverses de sorte que leur r�eunion � sur un compact �de IRk2 soit une sous-vari�et�e di��erentiable de IRk1�IRk2 et que l'application P : �! P (�)soit d�e�nie par P (u;n) = Pn(u), pour tout vecteur n.Soit "0 �x�e dans un voisinage de 0, on note ~T"0(u;n) le temps �ecoul�e entre un point(u;n) de � et son premier retour sur celle-ci. L'existence de ~T"0 est assur�ee par le th�eor�emedes fonctions implicites, si "0 est assez proche de z�ero. On consid�ere alors le diff�eomor-phisme suivant:(I:24) F : �� [�"0; "0] �! F (� � [�"0; "0])(u0;n0; ") 7�! (u( ~T"(u0;n0));n( ~T"(u0;n0)); ")Comme nous l'avons vu dans le sous-paragraphe I.4.1, la trajectoire d'une conditioninitiale donn�ee entre tr�es vite dans un "�voisinage de �. Nous pouvons alors e�ectuerle changement de coordonn�ees u 7! (z; ') 2 IRk1�1 � S1 de sorte que dans l'espace desphases IRk1�1 � S1 � IRk2 , la sous-vari�et�e � est IRk1�1 � f0g � IRk2 .Apr�es quelques rappels d'alg�ebre lin�eaire, nous �enon�cons le th�eor�eme de vari�et�e cen-trale dans le cadre de la r�eduction de di��eomorphismes.Soit F un di��eomorphisme sur IRN o�u N = (k1 � 1) + k2 + 1, de classe C1. Onsuppose que M = f0g � IRk2 � f0g est un ensemble de points �xes de F . Pour tout ndans IRk2 , on note DF (n) la partie lin�eaire de F en (0;n; 0) 2M . On suppose que DF (n)poss�ede k1�1 valeurs propres de modules strictement inf�erieurs �a 1, et que 1 est une valeurpropre de multiplicit�e k2 + 1. En tout point (0;n; 0) 2 M , il existe une d�ecompositionde IRN sous la forme Esn � Ecn, Esn est appel�e espace stable et Ecn est l'espace central, etdim(Esn) = k1�1, dim(Ecn) = k2+1. Toute les valeurs propres de la restriction de DF (n)�a l'espace stable ont un module strictement inf�erieur �a 1. En utilisant ces hypoth�eses etces notations, on peut �enoncer le th�eor�eme de vari�et�e centrale sous la forme suivante ([C],[F], [K]) :Th�eor�eme I.4.3 Pout tout compact � � IRk2 , et pour tout entier naturel K, il existe unr�eel strictement positif "0 et une application h de classe CK d�e�nie de �� [�"0; "0] dans28



IRk1 , dont le graphe est not�e W, tels que :i ) h(n; 0) = 0.ii ) W est tangent �a Ecn en tout point de M .iii) W est invariante sous l'action de F .L'invariance de W par F signi�e que le graphe contient son image par F , ce qui senote : F (W) �W.V�eri�ons que le di��eomorphismed�e�ni par (I.24) satisfait aux hypoth�eses du th�eor�eme.Dans les coordonn�ees (z; ';n; "), ce di��eomorphisme se met sous la forme suivante :(I:25) F : �� [�"0; "0] �! F (�� [�"0; "0])(z0;n0; ") 7�! (z( �T"(z0;n0));n( �T"(z0;n0)); ")o�u �T" est la compos�ee de ~T" et du changement de coordonn�ees. Examinons la deuxi�emecomposante de ce di��eomorphisme :(I:26) n( �T"(z0;n0)) = n0 + Z �T"(z0;n0)0 dnd� d�o�u dnd� est d�e�nie par le syst�eme (I.21), donc c'est un terme de l'ordre de ". D'autrepart, si z0 est dans un "�voisinage du cycle 
n0 , alors on a : �T"(z0;n0) = T"(n0) + O(")o�u T"(n0) d�esigne la p�eriode du cycle 
n0 . Ceci signi�e que dans (I.26), on int�egre uneexpression de l'ordre de " sur un intervalle de temps n�egligeable devant 1=", donc le r�esultatest de l'ordre de ". Finalement, le di��eomorphisme (I.25) peut s'�ecrire :(I:27) F : �� [�"0; "0] �! F (� � [�"0; "0])(z0;n0; ") 7�! (z( �T"(z0;n0));n0 +O("); ")Pour tout n0 dans IRk2 , le point (0;n0; 0) est un point �xe pour le di��eomorphismeF d�e�ni par (I.27). Explicitons la partie lin�eaire du di��eomorphisme, not�ee DF (n0) en untel point �xe :(I:28) DF (n0) =0@ DFDz (0;n0; 0) � �0 1 �0 0 11A29



L'hypoth�ese de stabilit�e hyperbolique des cycles 
n, pour tout n, quand " est nul,nous assure que toutes les valeurs propres de DFDz (0;n; 0) sont strictement inf�erieures �a 1,pour tout n. Donc les hypoth�eses du th�eor�eme I.4.3 sont v�eri��ees par le di��eomorphisme(I.24).Ce th�eor�eme nous assure de l'existence d'une vari�et�e centrale de dimension k2 + 1, surlaquelle on a la dynamique des variables globales. Cette dynamique est donn�ee par ledi��eomorphisme :(I:29) � : �� [�"0; "0] �! �(�� [�"0; "0])(n0; ") 7�! (n( �T"(h(n0; ");n0)); ")Ce di��eomorphisme laisse invariant les sous-vari�et�es de la vari�et�e centrale qui ont pour�equations " = Cte. Donc on peut le voir comme une famille de di��eomorphismes �" d�e�nissur � par :(I:30) �"(n) = n+ Z �T"(h(n;");n)0 dnd� d�= n+ "Z T"(n)0 �g(h(n(� ); "); '(� );n(� ); 0)d� +O("2)= n+ "Z T"(n)0 �g(0; '(� );n(� ); 0)d� +O("2)La derni�ere �egalit�e s'obtient en utilisant le fait que h s'�ecrit sous la forme " � ~h et enutilisant Taylor.D'autre part, par construction de T"(n), on a l'�egalit�e :!(n) � T"(n) = 2�Par cons�equent, si '0 = 0 on peut consid�erer le changement de variables :� = '!(n)Ceci nous permet de conclure que le di��eomorphisme �" peut se mettre sous la forme :(I:31) �"(n) = n+ "Z 2�0 g(';n('); 0)!(n(')) +O("2)30



I.4.3 Comparaison des deux proc�ed�esA�n de comparer les deux proc�ed�es que nous avons pr�esent�e pr�ec�edemment, nousdiscr�etisons la dynamique obtenue par moyennisation. Il s'agit de ne prendre sur les tra-jectoires solutions du syst�eme (I.22), �a partir d'une condition initiale donn�ee, uniquementdes points �a intervalle de temps r�egulier. Si (';n) est la condition initiale, l'intervalle detemps est T"(n). La dynamique obtenue par discr�etisation de (I.22) est donc la suivante :(I:32) ��"(n) = n+ "Z T"(n)0 G(n(� ))d� +O("2)= n+ "2� Z T"(n)0 Z 2�0 g(';n(� ); 0)d'd� +O("2)Comme T"(n) << 1" pour tout n 2 �, alors pour � dans [0; T"(n)], on a :n(� ) = n(0) +O(")et on note n = n(0). Ceci implique que l'expression (I.32) peut se mettre sous laforme suivante :(I:33) ��"(n) = n+ "2� Z T"(n)0 Z 2�0 g(';n; 0)d'd� +O("2)= n+ "2� (Z T"(n)0 d� )(Z 2�0 g(';n; 0)d') +O("2)= n+ "2� (Z 2�0 1!(n)d')(Z 2�0 g(';n; 0)d') +O("2)= n+ "!(n) Z 2�0 g(';n; 0)d'+O("2)En�n, en utilisant �a nouveau Taylor, on met l'expression (I.31) du di��eomorphismesur la vari�et�e centrale sous la forme :(I:34) �"(n) = n+ "Z 2�0 g(';n('); 0)!(n) +O("2)= ��"(n) +O("2)31



On a donc montr�e que le di��eomorphisme sur la vari�et�e centrale est une "2�per-turbation du di��eomorphisme obtenu par discr�etisation du syst�eme moyennis�e. Si cettediscr�etisation est structurellement stable �a l'ordre 1 en " alors les deux dynamiques discr�etessont qualitativement les mêmes. Comme la dynamique sur la vari�et�e centrale est exacte, elleest valable pendant une dur�ee quelconque, et il en est donc de même pour l'autre dynamiquediscr�ete. Par cons�equent, la moyennisation est dans ce cas valable sans limitation de dur�ee.Finalement, si on consid�ere un syst�eme �ecologique dans lequel les individus ont desmigrations p�eriodiques rapides par rapport �a la dynamique de leur population, on peututiliser un mod�ele du type (I.20), auquel on applique l'un des proc�ed�es d�ecrits ci-dessus.Une mani�ere int�eressante de proc�eder, est la suivante : on utilise la moyennisation, et ondiscr�etise la dynamique obtenue. Si elle est structurellement stable au premier ordre en ",alors la dynamique continue est valable sans limitation de dur�ee.Pour terminer ce chapitre, nous donnons deux exemples types de dynamiques rapides;le premier des deux est celui qui est utilis�e dans toute la suite de la th�ese.I.5 Exemples de dynamiques rapidesLe premier exemple que l'on d�ecrit dans ce paragraphe est appel�e mod�ele de migra-tions. Il traduit les �echanges entre les di��erents �etats. Le second exemple est issue de lath�eorie des jeux, et sera appel�e mod�ele du r�eplicateur, puisque c'est ainsi que les �equationsqu'il contient ont �et�e baptis�ee dans [S]. Dans les deux cas, apr�es avoir donn�e le mod�ele,nous explicitons sa transformation en fr�equences.I.5.1 Exemple 1 : Mod�ele de migrationsLe mod�ele est de la forme g�en�erale suivante :(I:35) dn�id� = N�Xj=1 k�ijn�j � N�Xj=1 k�jin�i +O(")o�u les k�ij sont appel�es taux de passage de l'�etat j �a l'�etat i. Ce sont dans le cas g�en�eral,des fonctions des densit�es d'�etats, et des densit�es globales. Il est clair que pour un grouped'�etats (ou population) � donn�e, la somme des variations des densit�es des �etats de cegroupe est nulle si " est nul : �Xi=1 dn�id� = O(")donc ce mod�ele de dynamique rapide v�eri�e bien (I.2).32



L'expression de ce mod�ele en fr�equences est d�etermin�ee de la fa�con suivante : onremplace dans les taux de passage les n�i par u�i n�, ce qui donne :du�id� = N�Xj=1 k�iju�j � N�Xj=1 k�jiu�i +O(")Il ne reste plus qu'�a supprimer les variables u�N� en utilisant (I.9). On obtient �nale-ment : du�id� = k�iN� + N��1Xj=1 (k�ij � k�iN�)u�j � N�Xj=1 k�jiu�i +O("); i 2 [1; � � � ;N� � 1]I.5.2 Exemple 2 : Mod�ele du r�eplicateurEtant donn�ee une famille �nie de fonctions sur IRk1 � IRk2 , not�ees f�i et appel�eesstrat�egies, on pose : �(�n;n) = �Xi=1 n�in� f�i (�n;n)Le mod�ele du r�eplicateur s'�ecrit de la mani�ere suivante :dn�id� = n�i (f�i (�n;n)� �(�n;n)) +O(")Par d�e�nition de �, ce mod�ele v�eri�e l'�egalit�e (I.2). On peut �egalement le mettre sousforme de mod�ele en fr�equences, ce qui donne :du�id� = u�i ( ~f�i (� � � u�i ; � � � ;n) � ~�(� � � ; u�i ; � � � ;n)) +O(")et ~� v�eri�e l�egalit�e :~�(� � � ; u�i ; � � � ;n) = �Xj=1 u�j f�j (� � � ; u�i ; � � � ;n)Nous terminons ce paragraphe en signalant que la dynamique rapide dans le cas o�ules fonctions f�i sont lin�eaires par rapport aux fr�equences a �et�e �etudi�ee par Zeeman dans[Z]. Dans le troisi�eme chapitre, nous utilisons les deux m�ethodes de r�eduction que nousvenons de d�ecrire, en utilisant un mod�ele rapide de migrations. Les dynamiques lentessont des mod�eles de croissance dans le cas d'une population (k2 = 1), ou des mod�eles33



de pr�edation ou de comp�etition entre deux populations (k2 = 2). Dans tous les cas, ladynamique obtenue sur la vari�et�e centrale est structurellement stable d�es l'ordre 0 en ".Le second chapitre est consacr�e �a l'�etude d'un exemple o�u la dynamique obtenue sur lavari�et�e centrale n'est pas structurellement stable �a l'ordre 0 en ".� CHAPITRE IIPERTURBATIONS DU MODELE CLASSIQUE DE LOTKA-VOLTERRAPAR DES SEQUENCES DE COMPORTEMENTS
Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude d'un mod�ele, au cours de laquelle on utilise la pre-mi�ere m�ethode d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent. Ce mod�ele est celui de l'interactionentre une population de proies et une population de pr�edateurs. On suppose que lesressources de la proie sont tr�es abondantes, de sorte qu'en l'absence de pr�edateurs, onpeut consid�erer que la croissance de la proie est exponentielle. On suppose que les deuxpopulations ont plusieurs types d'activit�es et que les changements d'activit�es sont rapidespar rapport �a la dynamique des interactions et de la croissance : les individus changentd'activit�es (recherche de nourriture, s'occuper des petits, reproduction, repos ...), plusieursfois dans la journ�ee, mais les in
uences de la pr�edation, de la croissance due �a la reproduc-tion, de la mortalit�e, se voient �a plus longue �ech�eance (plusieurs semaines). On supposeque l'interaction entre deux sous-populations, consid�er�ees comme ayant un comportementhomog�ene, est de type Lotka-Volterra (voir le paragraphe (III.3) pour une interpr�etation�ecologique plus rigoureuse).Dans le premier paragraphe, on propose le mod�ele explicite, et on lui applique lam�ethode de r�eduction. On constate alors que la dynamique obtenue sur la vari�et�e cen-trale est une perturbation du mod�ele classique de pr�edation de Lotka-Volterra , qui estnon structurellement stable. C'est pourquoi dans un second paragraphe, on d�eveloppe lavari�et�e centrale pour d�eterminer la dynamique, au moins d'un point de vue qualitatif. Onintroduit la fonction d�eplacement pour d�eterminer l'existence de cycles. Dans le troisi�emeparagraphe, on �etudie l'in
uence de la variation d'un param�etre de la dynamique rapidesur la dynamique globale; en d'autres termes, on montre comment les changements decomportement individuel peuvent engendrer des bifurcations au niveau de la dynamiquedes populations. Dans le quatri�eme paragraphe, on interpr�ete les r�esultats obtenus. En�n34



le cinqui�eme paragraphe est consacr�e �a l'expos�e d'un algorithme permettant de d�eterminerle premier coe�cient non identiquement nul dans le d�eveloppement en " de la fonctiond�eplacement introduite pr�ec�edemment.
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II.1 Le mod�ele et sa r�eductionIl est possible de consid�erer un cadre g�en�eral o�u le nombre d'�etats de chaque populationest quelconque. Cependant, puisque la r�eduction g�en�erale a �et�e faite dans le premierchapitre, nous supposerons dans celui-ci que chaque population est divis�ee en deux sous-populations pour des raisons de simplicit�e, ceci ne provoquant aucune perte de g�en�eralit�es.On reprend les notations du premier chapitre : n1 d�esigne la densit�e des proies, n2 celledes pr�edateurs. On propose donc le mod�ele suivant :(II:1) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: dn11dt = R�k112n12 � k121n11�+ n11(a1 � b1211n21 � b1212n22)dn12dt = R�k121n11 � k112n12�+ n12(a1 � b1221n21 � b1222n22)dn21dt = R�k212n22 � k221n21�� n21(a2 � b2111n11 � b2112n12)dn22dt = R�k221n21 � k212n22�� n22(a2 � b2121n11 � b2122n12)Les coe�cients a� sont les taux de croissance des populations; ils sont suppos�es in-d�ependants de l'activit�e dans ce chapitre. Le coe�cient b12ij est le taux de proie en activit�ei qui disparâ�t �a cause de la pr�edation exerc�ee par pr�edateur en activit�e j �a chaque instantet par unit�e de temps. Le coe�cient b21ij est le taux de pr�edateurs en activit�e i, \produit"par la pr�edation sur des proies en activit�e j. En�n R >> 1 est le facteur d'�echelle de tempsqui traduit la rapidit�e des changements d'activit�e. Dans tout ce chap̂�tre, on suppose queles taux de passage de l'activit�e i �a l'activit�e j de chaque population est constant, et nonnul. Le syt�eme en fr�equence correspondant �a (II.1) est :(II:2) 8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
du1id� = k112u12 � k121u11 + "u11 � � 2Xi=1 2Xj=1 b12ij u1iu2j � (b1211u21 + b1212u22)�n2du2id� = k212u22 � k221u21 � "u21 � � 2Xi=1 2Xj=1 b21ij u2iu1j � (b2111u11 + b2112u12)�n1dn1d� = "n1�a1 � ( 2Xi=1 2Xj=1 b12ij u1iu2j )n2�dn2d� = �"n2�a2 � ( 2Xi=1 2Xj=1 b21ij u2iu1j )n1�o�u " = 1=R << 1 et t = "� (voir chap̂�tre I).36



Dans ce cas la dynamique rapide a un �equilibre hyperboliquement stable. Il est solu-tion du syst�eme d'�equations lin�eaires suivant :(II:3) 8><>: k112u12 � k121u11 = 0u12 = 1� u11k212u22 � k221u21 = 0u22 = 1� u21Donc les valeurs d'�equilibre U�i sont :(II:4) 8><>:U�1 = k�12k�12 + k�21U�2 = k�21k�12 + k�21et un simple calcul permet de v�eri�er que les valeurs propres de la partie rapide en(U�1 ) sont �(k�12 + k�21), c'est-�a-dire deux r�eels strictement n�egatifs. On peut donc utiliserla m�ethode d�ecrite au chapitre I.On introduit les fr�equences relatives �u�i = u�i � U�i , de sorte que l'�equilibre desfr�equences est maintenant en z�ero. Le mod�ele (II.2) se transforme dans les nouvellescoordonn�ees, en :(II:5)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
d�u1id� = k112�u12 � k121�u11+"(�u11 + U11 ) � � 2Xi=1 2Xj=1 b12ij (�u1i + U1i )(�u2j + U2j )� 2Xj=1 b121j (�u2j + U2j )�n2d�u2id� = k212�u22 � k221�u21�"(�u21 + U21 ) � � 2Xi=1 2Xj=1 b21ij (�u2i + U2i )(�u1j + U1j )� 2Xi=1 b211i (�u1i + U1i )�n1dn1d� = "n1�a1 � ( 2Xi=1 2Xj=1 b12ij (�u1i + U1i )(�u2j + U2j ))n2�dn2d� = �"n2�a2 � ( 2Xi=1 2Xj=1 b21ij (�u2i + U2i )(�u1j + U1j ))n1�On pose alors : b1 = 2Xi=1 2Xj=1 b12ij U1i U2jb2 = 2Xi=1 2Xj=1 b21ij U2i U1j37



D'apr�es le th�eor�eme de vari�et�e centrale, la dynamique des variables globales dans (II.5)est tr�es rapidement proche de celles donn�ees par le syst�eme suivant :(II:6) 8><>: dn1dt = n1(a1 � b1n2) + n1O(")dn2dt = �n2(a2 � b2n1) + n2O(")Comme les taux de passage sont constants, les fr�equences d'�equilibre sont constantes;on en conclut que si " est nul, le syst�eme (II.6) est le mod�ele classique de pr�edation deLotka-Volterra. Ce mod�ele bien connu pr�esente un centre dans le quadrant positif et parcons�equent, il est non structurellement stable. Pour connâ�tre la dynamique des variablesglobales, il est donc n�ecessaire de d�evelopper la vari�et�e centrale au moins �a l'ordre 1 en ".II.2 D�eveloppement et �etude du champ sur une vari�et�e centrale :Nous utilisons ici le proc�ed�e d�ecrit dans le chapitre I. On a sur la vari�et�e centrale :�u�i = "!�i1(n1; n2) + O("), pour tout (n1; n2) dans un compact � du plan. On remplaceu�i par son expression dans les �equations de (II.5), ce qui donne :(II:7) 8>><>>: d�u11d� = "�k112!121 � k121!111 +U11 �b1 � (b1211U21 + b1212U22 )�n2�+O("2)d�u21d� = "�k212!221 � k221!211 �U21 �b2 � (b2111U11 + b2112U12 )�n1�+O("2)D'autre part, d'apr�es la formule de d�erivation d'une compos�ee, on a les �egalit�essuivantes : d�u�id� = @�u�i@n1 dn1d� + @�u�i@n2 dn2d� = O("2)Par cons�equent, puisque !�21 = �!�11, on peut conclure que :(II:8) 8>><>>:!111 = U11 (b1 � (b1211U21 + b1212U22 ))k112 + k121 n2!211 = �U21 (b2 � (b2111U11 + b2112U12 ))k212 + k221 n1Finalement, en rempla�cant les !�i1 par leur expression dans les deux derni�eres �equationsde (II.5), et en d�eveloppant en ", on d�eduit que le syst�eme (II.6) s'�ecrit sous la forme38



suivante :(II:9) 8>><>>: dn1dt = n1ha1 � n2�b1 + "(c11n1 + c12n2)�i+O("2)dn2dt = �n2ha2 � n1�b2 + "(c21n1 + c22n2)�i+O("2)o�u les c�� sont donn�es par les �egalit�es suivantes :(II:10) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: c11 = �U21 (b2 � (b2111U11 + b2112U12 ))k212 + k221 �(b1211 � b1212)U11 + (b1221 � b1222)U12 �c12 = +U11 (b1 � (b1211U21 + b1212U22 ))k112 + k121 �(b1211 � b1221)U21 + (b1212 � b1222)U22 �c21 = �U21 (b2 � (b2111U11 + b2112U12 ))k212 + k221 �(b2111 � b2121)U11 + (b2112 � b2122)U12 �c22 = +U11 (b1 � (b1211U21 + b1212U22 ))k112 + k121 �(b2111 � b2112)U21 + (b2121 � b2122)U22 �Nous �etudions dans ce paragraphe, le champ X" d�e�ni par (II.9) sur un compact du quad-rant positif dans le cas dit g�en�erique, c'est-�a-dire pour un ouvert dense � dans l'espace desparam�etres. Le paragraphe suivant est consacr�e �a l'�etude d'un exemple o�u les param�etrestraversent transversalement le compl�ementaire de �.Lorsque " est nul dans (II.9), le champ X0 a un centre non d�eg�en�er�e. Etant donn�e uncompact � du quadrant positif, pour " assez petit, le champX" n'a qu'une singularit�e dans�, et cette singularit�e est proche de celle de X0. Etudions cette singularit�e. Puisqu'onse restreint au quadrant positif, dont nous rappelons que le bord est invariant par X", lafonction f : (n1; n2) 7! 1n1n2 est d�e�nie et non nulle, donc le champ ~X" = f � X" a lesmêmes orbites que X". Pour des raisons techniques, nous �etudions le champ ~X". Pour "nul, ce champ est un champ hamiltonien, c'est-�a-dire qu'il existe une fonction H telle quele champ s'�ecrive : 8><>: dn1dt = � @H@n2 (n1; n2)dn2dt = @H@n1 (n1; n2)Dans la suite de ce chapitre, nous notons la d�erivation par rapport �a t d'une fonctionde t, par cette fonction surmont�ee d'un point.L'expression de ~X" est la suivante :(II:11) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: _n1 = a1n2 � �b1 + "(c11n1 + c12n2)�+O("2)= � @H@n2 (n1; n2) +O(")_n2 = � a2n1 + �b2 + "(c21n1 + c22n2)� +O("2)= @H@n1 (n1; n2) +O(")39



o�u H(n1; n2) = b1n2�a1 ln(n2)+b2n1�a2 ln(n1)+Cte, la constante peut être choisiede telle sorte que H soit nulle au point singulier du champ non perturb�e.Notons (�n1; �n2) les coordonn�ees de la singularit�e de ~X0. Un simple calcul permet deconstater que : �n1 = a2b2 et �n2 = a1b1On d�esigne par (�n1"; �n2") les coordonn�ees du point singulier C" de ~X". Le th�eor�eme desfonctions implicites nous permet de dire que ces coordonn�ees d�ependent de " de fa�con aumoins C1, et d'apr�es Taylor, on a :� �n1" = �n1 +O(")�n2" = �n2 +O(")Examinons la partie lin�eaire de ~X" en C"; on la note D ~X"(C"), et elle est donn�ee par :(II:12) 8>><>>: _n1 = �"c11n1 � � a1(�n2)2 +O(")�n2 +O("2)_n2 = �� a2(�n1)2 +O(")�n1 + "c22n2 +O("2)On en d�eduit que si " est assez petit, C" est soit un foyer attractant, soit un foyerr�epulsif, soit un centre. En fait, si la trace de la partie lin�eaire est positive, c'est un foyerr�epulsif. Si cette trace est n�egative, c'est un foyer attractant. Si elle est nulle, la singularit�eest un centre pour la partie lin�eaire, mais on ne peut rien dire a priori pour le champ ~X".La trace de la partie lin�eaire est not�ee Tr( ~X"). Son expression est de la forme :Tr( ~X") = d1 � "+O("2)o�u d1 = (�c11 + c22). Or les coe�cients cij sont des fonctions des param�etres dusyst�eme (II.2), et ils d�ependent en particulier des taux de passage, c'est-�a-dire du com-portement (des changements d'activit�e). Il y a trois cas :i ) d1 > 0 : dans ce cas, pour " su�samment petit, le point C" est un foyer r�epulsif.ii ) d1 < 0 : dans ce cas, pour " assez petit, c'est un foyer attractant.iii) d1 = 0 : dans ce cas on ne peut rien dire a priori.Le coe�cient d1 est une fonction analytique des param�etres, donc son lieu d'annulationa un compl�ementaire ouvert et dense dans l'ensemble des param�etres. En d'autres termes,si � est l'ensemble des param�etres de (II.1) tels que d1 6= 0, alors � est un ouvert dense,et pour tout vecteurs de param�etres dans �, on peut donner la nature du point d'�equilibrede ~X", si " est assez petit. 40



Ceci termine l'�etude locale au voisinage du point d'�equilibre, lorsque le vecteur desparam�etres est dans �. Passons �a l'�etude globale (recherche de cycles limites).Nous commen�cons l'�etude globale par quelques rappels de Th�eorie des perturbations,dans le cas de la perturbation d'un centre non d�eg�en�er�e.Soit H une fonction analytique sur un voisinage U de 0 dans IR2, telle que les courbesde niveaux de H soient di��eomorphes �a des cercles sur U. On suppose que H est deMorse, c'est-�a-dire qu'avec les hypoth�eses donn�ees pr�ec�edemment, elle peut se mettre sousla forme : (x; y) 7! x2 + y22dans un syst�eme de coordonn�ees adapt�e. Soient deux formes di��erentielles !" et �,telles que : !" = dH + " � � + o(")On note � une section transverse aux courbes de niveaux de H, avec 0 2 �. On peutd�e�nir une application retour P" de � dans P"(�). Supposons que � soit param�etr�ee parles niveaux de H. Avec ces notations, l'existence d'un cycle est donn�ee par l'annulationde la fonction h 7! P"(h)� h. Or on a :P"(h)� h = �H= Z
" dHo�u 
" d�esigne la portion de courbe int�egrale de !" entre un point h de � et son premierretour P"(h). Par d�e�nition de 
", il vient R
" !" = 0, et par cons�equent, on peut �ecrire :Z
" dH = �Z
" � + o(")Ceci implique le lemme de Poincar�e :P"(h)� h = �"ZfH=hg � + o(")On note I1(h) l'expression � RfH=hg �. Le signe de I1 donne le signe de l'applicationd�eplacement �(h; ") = P"(h)� h, si " est su�samment petit.Rappelons �egalement que si X est un champ de vecteurs du plan (x,y), dont lescomposantes sont not�ees (X1;X2), on d�e�nit la forme duale ! du champ X par :!(x; y) = X2(x; y)dx �X1(x; y)dy41



Avec ces notations, les courbes int�egrales de !, d�e�nies comme �etant les solutions de ! = 0,sont les orbites de X. En d'autres termes, pour �etudier la topologie (la forme) des orbitesde X, il su�t d'�etudier les courbes int�egrales de !.Revenons �a l'�etude du champ ~X". On lui associe sa forme duale not�ee !". D'apr�es(II.11), l'expression de cette forme duale est :(II:13) !"(n1; n2) = dH(n1; n2) + "�(n1; n2) + o(")avec � d�e�nie par :�(n1; n2) = (c21n1 + c22n2)dn1 + (c11n1 + c12n2)dn2L'application H est celle d�e�nie �a la suite de (II.11). C'est une fonction de Morse.D'apr�es le rappel ci-dessus, on peut d�e�nir une application d�eplacement �, de telle sorteque le probl�eme de l'existence des cycles de ~X" est ramen�e au probl�eme de l'�etude desracines de �. D'apr�es le rappel, on a :�(h; ") = �"ZfH=hg � + o(")On note I1(h) le premier coe�cient du d�eveloppement en "; on a vu que le signe deI1(h) donne, pour " assez petit, le signe de �. D�eterminons le signe de I1(h) :I1(h) = �ZfH=hg(c21n1 + c22n2)dn1 + (c11n1 + (c12n2)n2)dn2= �Z ZfH�hg(c11 � c22)dn1 ^ dn2= d1 Z ZfH�hg dn1 ^ dn2La deuxi�eme �egalit�e ci-dessus est une application directe du th�eor�eme de Stockes. Onpose : A(h) = Z ZfH�hg dn1 ^ dn2A(h) d�esigne la surface du disque topologique fH � hg, donc c'est un r�eel strictementpositif, pour toute valeur de h. Par cons�equent, le signe de I1(h) est celui de d1 et ned�epend pas de h. On en conclut que si d1 est strictement positif et si " est assez proche dez�ero, les trajectoires sortent de tout voisinage du point d'�equilibre contenu dans le compact�. Si d1 est strictement n�egatif et si " est assez petit, les trajectoires convergent toutes42



vers le point d'�equilibre : � est son bassin d'attraction. Si d1 est nul, on ne peut rien direa priori.Supposons maintenant que l'on puisse faire varier l'un des param�etres du mod�ele (II.1)de fa�con continue, de telle sorte que pour la valeur initiale du param�etre, d1 soit strictementn�egatif, et que pour la valeur �nale du param�etre, d1 soit strictement positif, tout ceci sefaisant pour une valeur de " donn�ee. D'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, il y aune valeur du param�etre pour laquelle d1 s'annule. Nous traitons ce cas dans le paragraphesuivant.II.3 Bifurcation sur la vari�et�e centraleDans ce paragraphe, nous mettons en �evidence une bifurcation de Hopf sur la vari�et�ecentrale. Nous montrons la g�en�ericit�e de cette bifurcation sous-critique : pour cela, il su�tde consid�erer une sous-famille �a un param�etre de champs de vecteurs de la famille d�e�niepar le syst�eme (II.1). Lorsque le param�etre de cette sous-famille augmente, nous montronsque l'�equilibre contenu dans le quadrant positif de chacun des champs de vecteurs, passed'un �etat stable �a un �etat instable, et qu'il y a naissance d'une orbite p�eriodique. Ainsi,les densit�es globales convergent tout d'abord vers un �equilibre. Lorsque le param�etreaugmente, les densit�es se mettent �a osciller autour de cette �equilibre, avec une amplitudecroissante mais born�ee. La d�emonstration est constitu�ee de deux �etapes. Dans un premiertemps, on montre que la trace de la partie lin�eaire du champ d�ependant d'un param�etre,au point �xe, change de signe. Dans un second temps, on montre que la bifurcation estla cons�equence de l'apparition d'une orbite p�eriodique stable, en montrant que la d�eriv�eetroisi�eme de la fonction d�eplacement est non nulle au moment de la bifurcation.On d�e�nit alors le chemin choisi dans l'espace des param�etres : on suppose que tousles param�etres de (II.1) sont �x�es sauf le taux de passage du pr�edateur de l'activit�e 2 versl'activit�e 1.�L'exemple que l'on propose est le suivant :(II:14) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: dn11d� = [n12 � 2n11] + " � n11[2� 2:93n21 � 0:2n22]dn11d� = [2n11 � n12] + " � n12[2� n21 � 0:5n22]dn21d� = [(1 + �)n22 � 3n21] � " � n21[3� 0:59n11 � 0:2n12]dn22d� = [3n21 � (1 + �)n22] � " � n22[3� n11 � 0:3n12]43



C'est un mod�ele du type (II.1), et il se r�eduit donc �a un mod�ele du type (II.9). Leparam�etre � est libre de varier entre �1 et l'in�ni. C'est en faisant varier ce param�etre quel'on obtient une bifurcation de la dynamique globale. Un simple calcul permet de v�eri�erque les param�etres du syst�eme sur la vari�et�e centrale sont :a1 = 2; a2 = 3; b1 = 145:05 + 83:85�51(4 + �) ; b2 = 98:4 + 16:8�51(4 + �)D'apr�es le paragraphe pr�ec�edent, il su�t de connâ�tre c11 et c22, pour connâ�tre lepremier coe�cient d1(�) du d�eveloppement en " de la divergence. Ces coe�cients secalculent �a l'aide de (II.10), et on trouve :8>><>>: c11(�) = �659:88(1 + �)867(4 + �)3c22(�) = �659:88 + 1503:09�+ 527:25�2 + 48:18�3867(4 + �)3On en d�eduit d1(�) :d1(�) = � � 1503:09 + 527:25�+ 48:18�2867(4 + �)3Par cons�equent, d1(0) = 0. Etudions bri�evement le comportement de d1(�) pour �proche de z�ero. d(d1(�))d� j�=0 = d11 = 1503:093468 > 0On en conclut que si � est proche de z�ero et n�egatif, alors d1(�) < 0, et si � est prochede z�ero et positif, alors d1(�) > 0.On note Tr(�; ") la trace de la partie lin�eaire du champ sur la vari�et�e centrale, aupoint singulier contenu dans le quadrant positif. Si cette trace change de signe quand �varie, cela signi�e que le point singulier passe d'un �etat attractant �a un �etat r�epulsif (ouinversement), et on a une bifurcation de Hopf. On montre que que si " est �x�e proche dez�ero, et si � varie dans un voisinage de z�ero, alors on a une bifurcation de Hopf. C'est enfait une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme des fonctions implicites. En e�et, on a :Tr(�; ") = " � (d1(�) +O("))Donc le signe de Tr(�; ") est le même que celui de ~Tr(�; ") o�u :~Tr(�; ") = d1(�) +O(")44



Or, nous avons vu que :( ~Tr(0; 0) = 0@ ~Tr@� (0; 0) = d(d1(�))d� j�=0 6= 0Le th�eor�eme des fonctions implicites nous permet permet de conclure que dans unvoisinage de (0; 0) dans l'espace des param�etres (�; "), la fonction ~Tr, s'annule sur unecourbe qui est le graphe d'une fonction " 7! �("). Il en est donc de même pour la fonctionTr, si " est non nul.Si "0 6= 0 est �x�e dans un voisinage de z�ero, il existe une unique valeur de �, disons�0 telle que Tr("; �0) s'annule. Ceci signi�e que lorsque � varie dans un voisinage de z�eroet qu'il traverse la valeur �0, on a une bifurcation de Hopf; si � passe par �0 en croissant,alors le point d'�equilibre passe de l'�etat stable �a l'�etat instable.D'un point de vue �ecologique, cela signi�e que lorsque � < �0, les deux esp�eces voientleur densit�e se rappocher d'un �equilibre. Si le param�etre � augmente et passe la valeur �0,alors cet �equilibre devient r�epulsif, c'est-�a-dire que les densit�es de population se mettent �aosciller autour de la valeur d'�equilibre. Il est alors important de savoir si l'amplitude de cesoscillations augmente avec le temps ou bien si elle est born�ee. Nous allons voir maintenantcomment l'amplitude de ces oscillations d�epend de � quand ce param�etre est proche de �0(appel�ee valeur de bifurcation).Pour r�esoudre ce probl�eme, consid�erons �a nouveau la fonction d�eplacement, que nousnotons �(h; �; "). Les changements de signe de cette fonction lorsque h varie indiquela pr�esence de cycles, c'est-�a-dire la pr�esence d'oscillations d'amplitudes born�ees sur leportrait de phase. On peut r�esumer l'ensemble des situations de la mani�ere suivante :�xons " et � dans un voisinage de (0; 0), alors on distingue quatre cas.i ) Si �(h; �; ") > 0, l'amplitude des oscillations augmente.ii ) Si �(h; �; ") < 0, l'amplitude des oscillations diminue.iii) Si �(h; �; ") � 0, toutes les trajectoires sont p�eriodiques : l'amplitude est constante.iv ) Si �(h; �; ") = 0 pour une certaine valeur h0 de h, la trajectoire 
h0 passant par h0 estp�eriodique, et les trajectoires passant par h < h0 oscillent avec une amplitude born�ee parcelle de 
h0 .Etudions la fonction � du champ obtenu sur la vari�et�e centrale. On a vu que lorsque �est proche de z�ero, le le premier coe�cient, I1(h; �) est proche de z�ero (voir le paragraphepr�ec�edent), il est possible que le reste du d�eveloppement de � soit pr�edominant. Nousfaisons un changement de param�etre pour contourner ce probl�eme.Puisque " est �x�e �a une valeur non nulle "0 proche de z�ero, on pose � = �", et onnote �0 = �0"0 . Avec ces notations la forme duale du champ sur la vari�et�e centrale, apr�es45



multiplication par la fonction (n1; n2) 7! 1n1n2 , s'�ecrit :!" = dH + "�1 + "2�2 + o("2)Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, on peut �ecrire :�1 = (c21n1 + c22n2)dn1 + (c11n1 + c12n2)dn2= dhc21(n1)2 + c12(n2)22 i+ c22n2dn1 + c11n1dn2= dhc21(n1)2 + c12(n2)22 i+ c22(n2dn1 + n1dn2) � d1n1dn2= dhc21(n1)2 + c12(n2)22 + c22n1n2i+ d1n1dn2Posons H 0(n1; n2) = c21(n1)2+c12(n2)22 + c22n1n2+Cte. On choisit la constante de tellesorte que H 0(�n1; �n2) = 0, et on pose :H"(n1; n2) = H(n1; n2) + "H 0(n1; n2)On param�etrise alors la section transverse � par les niveaux de H". On peut donc�ecrire la forme duale !" de la mani�ere suivante :!" = dH" + "d1(�)n1dn2 + "2�2 + o("2)Or, on a montr�e que d1(�) = �d11 + o(�), avec d11 > 0. Par cons�equent, on a :!" = dH" + "�d11n1dn2 + "o(�) + "2�2 + o("2)Avec le changement de param�etre que l'on a consid�er�e, la forme duale s'�ecrit �nalement :!" = dH" + "2�d11n1dn2 + "2�2 + o("2)D'apr�es le rappel fait dans le chapitre II.2, l'application d�eplacement s'�ecrit :�(h; �; "0) = �"20 ZfH"0=hg(�d11n1dn2 + �2) + o("20)= �"20 ZfH=hg(�d11n1dn2 + �2) + o("20)46



D�eterminons �2. Pour cela, on doit calculer les coe�cients !�i2 �a l'aide du proc�ed�ed�ecrit au premier chapitre. Nous donnons le r�esultat :(II:15) 8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
!112 = n2k112 + k121 h U11 � 2Xi=1 2Xj=1 b12ij (!1i1U2j + !2j1U1i )� 2Xj=1 b121j!2j1�+!111(b1 � 2Xj=1 b121jU2j )i!212 = � n1k212 + k221 h U21 � 2Xi=1 2Xj=1 b21ij (!2i1U1j + !1j1U2i ) � 2Xi=1 b211i!1i1�+!211(b2 � 2Xi=1 b211iU1i )iet on a !�22 = �!�12. La forme �2 s'�ecrit en fonction de ces coe�cients, et son expressionest la suivante : �2 =h 2Xi=1 2Xj=1 b2ij1(!1j2U2i + !1j1!2i1 + U1j !2i2)idn1+ h 2Xi=1 2Xj=1 b1ij2(!1i2U2j + !1i1!2j1 + U1i !2j2)idn2On peut alors remplacer les param�etres par leur valeur, et on trouve une expressionde �2 de la forme suivante :(II:16)�2(n1; n2) = �a120(n1)2 + a111n1n2 + a102(n2)2�dn1 + �a220(n1)2 + a211n1n2 + a202(n2)2�dn2C'est donc une forme polynômiale, dont les coe�cients a�ij sont des r�eels (positifs oun�egatifs), qui d�ependent de la valeur du param�etre � (ou de �, ce qui revient au même).On est alors en mesure de donner une expression g�en�erale de la fonction d�eplacement.Cette expression est la suivante :(II:17)�(h; �; "0) = �"20 ZfH=hg(�d11n1dn2 + �2) + o("20)= �"20 Z ZfH�hg(�d11dn1 ^ dn2 + d�2) + o("20)= �"20 Z ZfH�hg(�d11 + (2a220 � a111)n1 + (a211 � 2a102)n2)dn1 ^ dn2 + o("20)Si "0 est su�samment petit, le signe de � est le même que celui du premier coe�cientdans le d�eveloppement en ". Notons I(h; �) = ~I(h; �) ce coe�cient : on peut en faire un47



d�eveloppement en h, pour h dans un voisinage de 0, c'est-�a-dire pr�es du point d'�equilibredu champ de vecteurs ~X"0 .Le proc�ed�e consiste dans un premier temps �a se mettre dans le syst�eme de coordonn�eesle mieux adapt�e, c'est-�a-dire celui o�u la fonction H se met sous la forme :(x; y) 7! x2 + y2Dans ce syst�eme de coordonn�ees, en posant :� x = r cos(�)y = r sin(�)l'int�egrale sur le domaine fH � hg devient une int�egrale sur le disque centr�e en 0, etde rayon � = ph. On d�eveloppe alors cette int�egrale , qui d�epend de � et de �, en �. Dansnotre exemple, on montre que ce d�eveloppement est de la forme suivante :I(�; �) = c2(�)�2 + c4(�)�4 + o(�4)avec :i ) c2(�) > 0 et c4(�) > 0 lorsque � < �0ii) c2(�) < 0 et c4(�) > 0 lorsque � > �0� restant dans un voisinage de �0. Dans le cas i), l'int�egrale est positive pour tout �voisin de z�ero. Dans le cas ii), l'int�egrale s'annule pour � voisin de �0 =s�c2(�)c4(�) , qui estproche de z�ero si � est proche de �0.La fonction d�eplacement � est une "0�perturbation de l'int�egrale I calcul�ee ci-dessus.Par cons�equent, le nombre de fois que � s'annule est �egal au nombre de fois que I s'annule(pour � proche de z�ero), si la d�eriv�ee de I par rapport �a � aux points d'annulation est nonnulle, et si "0 est assez petit (th�eor�eme des fonctions implicites).Cette bifurcation de Hopf est donc g�en�erique : il n'y a pas de cycle au voisinage del'�equilibre quand le param�etre est inf�erieur �a la valeur de bifurcation, et l'�equilibre estattractant. D�es que le param�etre passe la valeur de bifurcation, il apparâ�t un cycle limiteattractant dont le rayon augmente avec le param�etre. Nous voyons l'application de cecidans l'interpr�etation �ecologique, au paragraphe suivant.II.4 Interpr�etation �ecologiqueDans ce paragraphe, nous donnons une interpr�etation �ecologique. Il est clair quel'exemple num�erique choisi n'a pas de sens �ecologique, mais il faut plutôt le consid�erer48



comme un support qui permet de comprendre comment fonctionne la m�ethode dans lescas plus d�elicats.Nous avons vu dans un premier temps que lorsque les param�etres de (II.1) sont �x�es,et si " est assez petit, on peut presque toujours (dans un sens que l'on a pr�ecis�e) donn�e ladynamique globale.Dans un second temps, nous avons �etudi�e la dynamique lorsque l'un des param�etresde la dynamique rapide varie, et passe par une valeur dite de bifurcation. Si ce param�etrevarie en croissant, d'apr�es le mod�ele (II.14), cela signi�e que les pr�edateurs vont plus dansla sous-population 1, et on remarque (toujours sur le mod�ele II.14), que les pr�edateurs decette sous-population sont plus e�caces dans la pr�edation que les pr�edateurs de l'autresous-population.D'autre part, d'un point de vue dynamique, lorsque le param�etre qui varie est endessous de la valeur de bifurcation, les densit�es de populations globales convergent versun �equilibre. D�es que le param�etre franchit la valeur de bifurcation, l'�equilibre devientinstable. Les densit�es se mettent alors �a osciller, mais l'amplitude des oscillations estborn�ee et elle tend vers celle d'un cycle limite apparu pendant la bifurcation.On en conclut que lorsque la pr�edation devient trop forte (valeur de bifurcation), lesdensit�es ne convergent plus vers une valeur d'�equilibre, mais se mettent �a osciller avec uneamplitude born�ee.II.5 D�eveloppement de la fonction d�eplacementNous avons vu dans les deuxi�eme et troisi�eme paragraphes de ce chapitre, que l'onpouvait avoir besoin de d�evelopper la fonction d�eplacement, et que le premier coe�cientpermet de connâ�tre le signe de cette fonction, si " est assez petit.Les coe�cients de ce d�eveloppement s'appellent les int�egrales de Melnikov, et nousavons donn�e l'expression de la premi�ere en utilisant le lemme de Poincar�e. Si cette premi�ereint�egrale de Melnikov est identiquement nulle, elle ne donne aucune information sur le signede la fonction d�eplacement, et il est utile de calculer la seconde, et ainsi de suite. Dans ceparagraphe, nous donnons un algorithme permettant de calculer la premi�ere int�egrale nonidentiquement nulle. Cet algorithme est une adaptation de celui d�evelopp�e dans [Fr], parJ.P. Fran�coise, au cadre qui nous int�eresse, c'est-�a-dire lorsque la forme duale du champde vecteurs que l'on �etudie est du type suivant :!" = dH + "!1 + :::+ "k!k + o("k)On suppose que les !i sont analytiques sur un voisinage U de 0 dans IR2 et que H est une49



fonction de Morse admettant un minimum en 0. On note Ij(h) le coe�cient de "j dans led�eveloppement. On montre alors la :Proposition II.5.1 Sous les hypoth�eses et notations pr�ec�edentes, et si Ij(h) � 0 pourtout j inf�erieur ou �egal �a k, alors il existe k fonctions analytiques sur U, not�ees gi, tellesque : Ik+1 = ZfH=hg( kXi=1 gi:!k+1�i � !k+1)Remarque : la construction des gi, dont la d�e�nition est donn�ee dans la preuve, est algo-rithmique.Pour prouver la proposition, nous utilisons le r�esultat suivant.Lemme II.5.2 Soit ! une 1-forme di��erentielle analytique sur un voisinage U de 0dans IR2 et soit H une fonction analytique de Morse admettant un minimum en 0 sur cevoisinage, not�e U. Si : ZfH=hg ! � 0alors il existe deux fonctions analytiques sur U, g et R, telles que : ! = g:dH + dR.Preuve du lemme : on peut supposer, quitte �a faire un changement analytique de coor-donn�ees, que H(x; y) = x2+y22 . Pour des facilit�es techniques, on utilisera les expressionscomplexes : on pose z = x+p�1y2 et z = x�p�1y2 . On d�e�nit alors la forme di��erentiellehomog�ene de degr�e d par : !d = Xi+j=d(aijzizjdz + bijzizjdz)o�u les aij et bij sont les coe�cients du d�eveloppement de !. Ainsi, on peut �ecrire :! = +1Xd=1!dL'hypoth�ese du lemme implique que l'int�egrale de chacune des formes homog�enes sur lesniveaux de H est identiquement nulle. En e�et, on a :ZfH=hg +1Xd=1!d = +1Xd=1ZfH=hg !d � 0:50



Or chaque terme de la derni�ere s�erie est un polynôme homog�ene de degr�e d+1. La s�erieest identiquement nulle donc chaque terme est identiquement nul. D'apr�es [Fr], on a :(ZfH=hg !d � 0), (!d = gd�1:dH + d(Rd+1))o�u gd�1 et (Rd+1) sont des polynomes homog�enes de degr�es respectifs : d-1 et d+1.On peut calculer les coe�cients de g �a l'aide des formules suivantes (voir [Fr]) :g(z; z) = +1Xd=0 Xi+j=d gijzizjgij = (i + 1)bi+1;j � (j + 1)ai;j+1(i � j) sii 6= jgii = 0La s�erie +1Xd=1 gd�1 est clairement convergente et on note g sa somme. On peut identi�er las�erie convergente de ! �a la somme de s�erie suivante :+1Xd=1 gd�1:dH + +1Xd=1 d(Rd+1)Dans cette somme, la premi�ere s�erie converge, et la somme est formellement �egale �a unes�erie convergente, donc la seconde s�erie converge. Sa somme est not�ee dR. Par cons�equent,on a : ! = g:dH + dR.Ceci termine la preuve du lemme.Preuve de la proposition : on d�emontre le r�esultat par r�ecurrence sur l'indice de lapremi�ere int�egrale de Melnikov non identiquement nulle.La forme perturb�ee s'�ecrit :!" = dH + "!1 + "2!2 + o("2)La premi�ere int�egrale de Melnikov est identiquement nulle si et seulement s'il existe deuxfonctions analytiques au voisinage de 0 dans IR2, g1 et R1, telles que !1 = g1:dH + d(R1).On en d�eduit l'�egalit�e suivante :(1 � "g1)!" = d(H + "R1) + "2(!2 � g1!1) + o("2)51



D'o�u, en reparam�etrant � par les niveaux de H+"R1, et en utilisant le lemme de Poincar�e,on d�eduit le r�esultat de la proposition dans le cas o�u k vaut 1.Faisons alors l'hypoth�ese de r�ecurrence suivante : il existe g1; g2 : : : gk�1, k-1 fonctionsanalytiques sur U, un voisinage de 0 dans IR2, qui v�eri�ent :Ij(h) = ZfH=hg(j�1Xi=1 gi!j�1 � !j)Ij(h) � 0pour tout j appartenant �a f1; :::; kg.En utilisant cette hypoth�ese pour j=k, et en appliquant le lemme, on obtient l'existencede deux fonctions analytiques gk et Rk, analytiques sur U, telles que :�(k�1Xi=1 gi:!k�i) + !k = gk:dH + dRkDonc !k � gk:dH = k�1Xi=1 gi:!k�i + dRkUn calcul simple montre que :(1 � kXi=1 gi:"i)!" = d(H + kXi=1 "iRi) + "k+1(!k+1 � kXi=1 gi:!k+1�i) + o("k+1):Il su�t alors de reparam�etrer � pour en d�eduire le r�esultat, ce qui termine la preuvede la proposition.Remarque : nous n'avons pas eu besoin de cette proposition dans le troisi�eme paragraphe,bien que dans ce cas I1(h; 0) � 0, parce que dans notre exemple la fonction g du lemmeII.5.2 �etait �evidente �a trouver. L'int�erêt de cette proposition r�eside essentiellement dans lefait qu'elle pr�esente un algorithme, qui peut être programm�e sur un ordinateur.Nous concluons ce chapitre en insistant sur le fait que le mod�ele (II.1) est �a prendrecomme un exemple o�u l'approximation qui consiste �a remplacer les fr�equences par leurvaleur d'�equilibre n'est pas bonne : il faut n�ecessairement d�evelopper la dynamique globalesur la vari�et�e centrale. Nous signalons �egalement que l'ensemble des champs de vecteursdu plan qui sont structurellement stables est dense dans l'espace des champs de vecteursmuni d'une topologie usuelle (la topologie de Withney). En d'autres termes, pour la plusgrande partie des mod�eles �a deux populations, les techniques utilis�ees dans ce chapitre52



servent peu. Cependant, elles deviennent plus courantes lorsqu'on �etudie plus de deuxpopulations.� CHAPITRE IIIEXEMPLES D'APPLICATIONSDans ce chapitre, on applique les m�ethodes d�ecrites dans le premier chapitre �a diversprobl�emes d'�ecologie. Tous les probl�emes que l'on consid�ere ont pour d�enominateur com-mun l'h�et�erog�en�eit�e, mais celle-ci est consid�er�ee dans plusieurs contextes.Dans le premier paragraphe, on s'int�eresse �a la croissance d'une population isol�ee,c'est-�a-dire en l'absence d'autres populations qui pourraient interagir avec elle d'une ma-ni�ere quelconque (mutualisme, comp�etition, pr�edation, parasitisme...). On montre parexemple que si l'esp�ece dispose de deux milieux di��erents sur lesquels elle peut migrer, ensupposant que l'un des milieux est tr�es favorable (croissance exponentielle) et que l'autreest tr�es d�efavorable (d�ecroissance exponentielle), alors les migrations peuvent engendrerune croissance logistique pour la population globale.Le second paragraphe est consacr�e aux interactions de type comp�etition entre deuxesp�eces, pour une même ressource. Supposons que l'on cr�ee un milieu en laboratoiresur lequel les deux esp�eces sont en comp�etition, de telle sorte que la comp�etition soitd�efavorable �a l'esp�ece 1. Supposons �egalement que la même exp�erience soit faite avecun milieu aux caract�eristiques di��erentes, de telle sorte que l'esp�ece 2 disparâ�sse. Il estalors logique de penser que des migrations adapt�ees entre les deux milieux exp�erimentauxpr�ec�edents, vont conduire �a la coexistence des deux esp�eces. Une fa�con de raisonner consiste�a dire que lorsque l'esp�ece 1 a presque disparu sur le milieu 1, alors elle migre sur le milieu2 qui lui est plus favorable, de sorte que �nalement les deux esp�eces se partagent lesressources. Mais si le deuxi�eme milieu est �egalement d�efavorable �a l'esp�ece 1, c'est-�a-direque sur les deux milieux s�epar�ement l'esp�ece 1 disparâ�t, on peut penser que l'esp�ece 1 estcondamn�ee. Nous allons montrer que les migrations entre les deux milieux peuvent su�r �aconduire �a la coexistence des deux esp�eces, c'est-�a-dire que l'h�et�erog�en�eit�e du milieu am�eneune certaine stabilit�e.Le troisi�eme paragraphe est consacr�e aux mod�eles de pr�edation. Il est compos�e de trois53



parties distinctes. Dans la premi�ere nous appliquons la m�ethode d'agr�egation dans le casd'un �equilibre �a l'�etude des r�eponses fonctionnelles : dans un mod�ele de pr�edation d�ecritepar des �equations di��erentielles ordinaires, il y a une fonction qui caract�erise le nombrede proies mang�ees par pr�edateur et par unit�e de temps �a chaque instant. Cette fonctions'appelle r�eponse fonctionnelle, elle traduit la r�eponse de la densit�e de la proie en pr�esencedu pr�edateur. Dans la seconde partie, on montre comment la dynamique rapide peutprovoquer des bifurcations de la dynamique globale, même lorsque celle-ci est g�en�eralementstructurellement stable au premier ordre en ". Dans la troisi�eme partie, on utilise ladeuxi�eme m�ethode d'agr�egation pour mod�eliser un syst�eme pr�edateur-proie aquatique. Lepr�edateur et la proie vivent en milieu aquatique et migrent de fa�con p�eriodique et rapidedans la colonne d'eau.III.1 Croissance d'une populationIII.1.1 Croissance logistiqueLe mod�ele classique de croissance logistique, propos�e par Verhulst en 1838 pour don-ner une formulation math�ematique de "Essay on the Principle of population" de ThomasMalthus (1798) (voir [Be]), se met g�en�eralement sous la forme suivante :(III:1) dndt = an(1 � nK )Le param�etre a est le taux de croissance maximale (natalit�e moins mortalit�e), K est lacapacit�e limite du milieu. Lorsque K est �elev�e, par exemple dans le cas de ressources abon-dantes, la croissance est quasi-exponentielle. Ce mod�ele d�ecrit essentiellement le fait quela population entre en comp�etition avec elle-même (comp�etition intra-sp�eci�que), lorsqueles ressources sont insu�santes. Nous allons montrer dans un premier temps que ce typede croissance logistique peut s'interpr�eter de di��erentes fa�cons. Supposons que l'esp�ecepuisse migrer sur deux milieux de telle sorte que sur le premier milieu (milieu 1), elleait une croissance exponentielle (natalit�e sup�erieure �a la mortalit�e), alors que le deuxi�ememilieu (milieu 2) lui est d�efavorable (natalit�e inf�erieure �a la mortalit�e) : elle y d�ecroit ex-ponentiellement. Supposons �egalement que les migrations soient rapides par rapport �a lacroissance ou �a la d�ecroissance de la population; par exemple, on consid�ere une populationqui migre plusieurs fois par jour, alors que l'e�et de sa croissance devient sensible au bout54



de quelques semaines. Dans ce cas, on propose le mod�ele suivant :(III:2) 8><>: dn1d� = k12n2 � k21n1 + "r1n1dn2d� = k21n1 � k12n2 � "r2n2o�u kij d�esigne le passage du milieu j vers le milieu i, ni d�esigne la densit�e sur lemilieu i = 1 ou 2, ri d�esigne le taux de croissance (c'est-�a-dire qu'il donne une mesurede la di��erence entre la natalit�e et la mortalit�e), il est positif sur le milieu 1 et n�egatifsur le milieu 2. Notons n la densit�e globale, n = n1 + n2, et d�e�nissons les fr�equences depopulation par ui = nin . On peut alors �ecrire la variation totale de population :(III:3) dnd� = "(r1u1 � r2u2)nSi les taux de passage kij sont non nuls simultan�ement (le contraire n'aurait aucunint�erêt), alors les fr�equences tendent rapidement vers un �equilibre hyperboliquement stable,que l'on note (U1; U2). En e�ectuant le changement d'�echelle de temps t = " � � , le syst�eme(III.3) s'�ecrit :(III:4) dndt = (r1U1 � r2U2)n+O(")Si la partie principale (obtenue en posant " = 0 dans (III.4)) est structurellementstable, alors le syt�eme (III.4) est topologiquement �equivalent �a sa partie principale, c'est-�a-dire que d'un point de vue qualitatif, on peut oublier la perturbation.Consid�erons les taux de passage suivant :(III:5) 8<: k21 = rK � n+ r1 � rk12 = r2 + r � rK � navec l'hypoth�ese (H1) r1 � r, que nous justi�erons plus loin. Dans ce cas, k21 estpositif pour tout n � 0, et k12 est positif pour tout n � ns = (1 + r2r ) �K. Lorsque n nesatisfait pas cette derni�ere hypoth�ese, on suppose que k12 = 0, de sorte que les taux depassage sont continus, ainsi que les fr�equences d'�equilibre. On peut interpr�eter ces taux depassage de la fa�con suivante : si la densit�e de population augmente mais reste inf�erieure55



au seuil ns, les individus migrent de plus en plus vers le milieu 2, qui leur est d�efavorable.Lorsque la densit�e atteint le seuil ns, tous les individus vont sur le milieu 2 et ne reviennentvers le milieu 1 que lorsque la densit�e globale redescent en dessous du seuil ns; cependantnous verrons que ce cas ne peut arriver que si l'on introduit des individus.D�eterminons les fr�equences d'�equilibre. Elles sont solutions de :� k12U2 � k21U1 = 0U1 + U2 = 1ce qui est �equivalent �a :(III:6) 8>><>>:U1 = k12k12 + k21 = r2 + r(1 � x=K)r1 + r2U2 = k21k12 + k21 = 1� r2 + r(1 � x=K)r1 + r2si n � ns. Dans le cas contraire, on a U1 = 0 et U2 = 1. L'�equation (III.4) devientalors :(III:7) dndt = rn(1 � nK )On obtient donc une croissance logistique. C'est un syst�eme structurellement stable,donc on peut n�egliger la perturbation d'un point de vue qualitatif. L'hypoth�ese (H1) a bienun sens : elle signi�e que le taux de croissance global est inf�erieur au taux de croissance surle milieu favorable. Notre mod�ele est donc bien adapt�e pour montrer comment la logistiquepeut provenir de l'h�et�erog�en�eit�e du milieu. Remarquons tout de même que les taux depassage choisis ne sont peut être pas r�ealistes : le but de ce premier exemple est de montrerque la croissance logistique peut s'obtenir �a partir de la migration entre di��erents milieuxsur lesquels la croissance est exponentielle. D'autres exemples de migrations donnent unedynamique de type logistique, en particulier :� k12 = �k21 = �nCes taux de passage donnent une �equation di��erentielle qui est le produit de cellede croissance logistique par une fonction positive, donc les trajectoires solutions sont lesmêmes. Nous terminons avec ces deux exemples en remarquant que dans les deux cas,ce sont les densit�es globales qui interviennent dans la migration, au lieu des densit�es lo-cales. Tout d'abord, signalons que la migration �etant rapide, les individus ont rapidement56



une connaissance des densit�es globales des populations, celles-ci peuvent donc avoir unein
uence sur les migrations. Cependant, il est l�egitime de penser que des taux de passaged�ependants de ces densit�es globales et des densit�es locales �egalement, seraient plus r�eal-istes. Nous ne traitons pas cette situation dans cette partie car les calculs sont un peuplus compliqu�es et n'apporteraient des r�esultats suppl�ementaires que si les taux de passage�etaient r�ealistes. Il serait donc int�eressant d'avoir des taux de passages exp�erimentaux, etde d�eterminer �a partir de ceux-ci la dynamique globale.Par ailleurs, nous avons montr�e ci-dessus que la croissance logistique pouvait être lacons�equence de l'h�et�erog�en�eit�e spatiale. Or, sur un milieu quasiment homog�ene, une popu-lation peut avoir une croissance logistique. C'est pourquoi nous proposons maintenant unm�ecanisme de croissance logistique fond�e sur le changement de comportement de l'individuet non sur l'h�et�erog�en�eit�e du milieu : on consid�ere une population sur un milieu quasimenthomog�ene. Supposons que plus les individus sont nombreux sur le site, plus ils passent detemps �a chercher des ressources, et moins ils passent de temps �a se reproduire. On consid-�ere alors que la sous-population des individus qui cherchent des ressources a une croissancen�egative : il semble �evident qu'une population dont les individus n'ont pour unique activit�eque la recherche de ressources est condamn�ee �a disparâ�tre. On subdivise alors la popula-tion en deux sous-populations qui correspondent aux diverses activit�es. L'activit�e 2 est larecherche de ressources et on met dans la sous-population 1 l'ensemble des autre activit�es(se nourrir, s'occupper des petits, etc...). On suppose �egalement que chaque individu peutchanger plusieurs fois d'activit�e dans la journ�ee, mais que la croissance de la populationglobale est en moyenne de l'ordre de plusieurs semaines. Sous ces hypoth�eses, on proposele mod�ele (I.2), qui nous l'avons vu, donne une croissance logistique.III.1.2 Croissance logistique avec seuilDans [EK], les auteurs proposent un mod�ele de croissance d'une population qui suitune logistique si la densit�e initiale de population est su�sante, et qui s'�eteint dans le caso�u la densit�e initiale est inf�erieure �a un certain seuil. Ce mod�ele est le suivant :(III:8) dndt = r � n � (K � n)(n �M) o�u K > MK est la capacit�e limite de la population, c'est-�a-dire que si la densit�e initiale estsup�erieure �a K, alors elle d�ecrô�t, si la densit�e initiale est entreM et K alors elle crô�t versla valeur K, et si la densit�e initiale est inf�erieure �a M alors elle d�ecrô�t vers 0.Consid�erons une population qui puisse migrer sur deux milieux, de mani�ere rapidecomme dans les exemples pr�ec�edents. On suppose �egalement que le milieu 1 est favorable57



alors que le milieu 2 est d�efavorable. On propose alors un mod�ele du type (III.2), avec destaux de passage di��erents. On consid�ere dans cet exemple, les taux de passage suivant :(III:9) � k21 = r1 + r(K � n)(M � n)k12 = r2 � r(K � n)(M � n)o�u les constantes K, M et r, v�eri�ent les hypoth�eses :(H2) : K > M; r2KM � r � 4r1(K �M)2Les hypoth�eses (H2) impliquent que l'�equation k12 = 0 a une solution positive et unesolution n�egative. On note ns la solution positive. Avec ces hypoth�eses et notations, k21est toujours strictement positif, alors que k12 n'est positif que si n � ns. On pose alorsk12 = 0 si n > ns, ce qui implique que les taux de passage sont continus et toujourspositifs. Interpr�etons ces taux de passage. Si la densit�e initiale est inf�erieure �a M maisqu'elle est de plus en plus �elev�ee, alors k21 augmente, c'est-�a-dire que les individus onttendance �a migrer vers le milieu d�efavorable. Si la densit�e initiale passe la valeur M maisreste inf�erieure �a la valeur K alors les individus auront tendance �a migrer vers le milieufavorable. En�n, si la densit�e initiale devient sup�erieure �a K, plus elle est �elev�ee et plusles individus auront tendance �a revenir sur le milieu d�efavorable.Les conditions d'existence de fr�equences d'�equilibre sont satisfaites, et un simple calculdonne le syst�eme suivant :(III:11) 8>><>>:U1 = k12k12 + k21 = r2 + r(K � x)(x �M)r1 + r2U2 = k21k12 + k21 = 1� r2 + r(K � x)(x �M)r1 + r2En rempla�cant les fr�equences d'�equilibre dans le syst�eme (III.4), on obtient le mod�elede croissance logistique avec seuil (III.8), qui est structurellement stable, et on peut l�aencore oublier la perturbation, d'un point de vue qualitatif.Il est �egalement possible d'interpr�eter ce r�esultat en terme de changements d'activit�es,en supposant que si la densit�e initiale est trop faible, l'activit�e essentielle des individus estla recherche d'un partenaire pour la reproduction par exemple, et donc la croissance estn�egative. Si la densit�e initiale est sup�erieure �a M , on se retrouve dans le cas du premierexemple : nous obtenons une croissance logistique.Signalons �a nouveau que dans cette partie, les taux de passage ne d�ependent que desdensit�es globales. Les mêmes remarques que dans le cadre de l'�equation logistique sontvalables ici. 58



III.2 - La comp�etitionAu cours de la comp�etition entre deux esp�eces, il y a g�en�eralement deux sc�enariipossibles : soit l'une des deux esp�eces disparâ�t (comp�etition forte), soit les deux esp�ecescoexistent, en g�en�eral �a densit�es constantes (comp�etition faible). Le mod�ele classique deLotka-Volterra, sur lequel nous proposons un rappel dans le paragraphe suivant, permetde d�ecrire assez simplement les deux cas pr�ec�edents, en tenant compte de la comp�etitionintra-sp�eci�que et de la comp�etition inter-sp�eci�que. Un inconv�enient majeur de ce mod�eleest que les param�etres qu'il contient sont des constantes. On peut les d�eterminer par desm�ethodes statistiques par exemple, en fonction du milieu. Ils sont alors �x�es pour unmilieu donn�e. Ainsi le mod�ele classique de Lotka-Volterra de comp�etition, ne prend pasen compte l'h�et�erog�en�eit�e du milieu et des comportements des individus.Ce paragraphe est compos�e de trois sous-paragraphes. Dans le premier, nous faisonsun bref rappel sur le mod�ele classique de Lotka-Volterra. Dans le second nous pro-posons un mod�ele construit �a partir du mod�ele de Lotka-Volterra, et dans lequel onajoute l'h�et�erog�en�eit�e du milieu et des comportements, nous d�ecrivons ce mod�ele et nousl'�etudions. Le troisi�eme sous-paragraphe est consacr�e �a la mise en �evidence des e�ets del'h�et�erog�en�eit�e spatiale ou comportementale. On traite respectivement les cas o�u les mi-grations sont constantes, ratio-d�ependantes et densit�es-d�ependantes. Le dernier exempleest la construction, �a partir du mod�ele de Lotka-Volterra sur deux milieux, d'un mod�elede comp�etition qui pr�esente deux �equilibres stables dans le quadrant positif. Il y a alorsdeux points de coexistence : un point �a basses densit�es, un point �a hautes densit�es.III.2.1 - Rappels sur le mod�ele de Lotka-VolterraCe mod�ele a �et�e d�evelopp�e sur la base de la croissance logistique. Le terme de comp�eti-tion est quadratique, ce qui signi�e que son e�et est proportionnel au nombre de rencontres.Les �equations sont donn�ees par le syst�eme suivant :(III:12) 8>><>>: _x = r1x(1 � xK1 � b1K1 y)_y = r2y(1 � yK2 � b2K2 x)Il y a quatre portraits de phases possibles (�a �equivalence topologique pr�es).i) 1K1 < b2K2 et 1K2 > b1K1 : dans ce cas, l'esp�ece 1 �elimine l'esp�ece 2. Il n'y a pasd'�equilibre dans le quadrant positif. La comp�etition inter-sp�eci�que de l'esp�ece 2 surl'esp�ece 1 a un e�et inf�erieur �a celui de la comp�etition intra-sp�eci�que de l'esp�ece 2. La59



comp�etition inter-sp�eci�que de l'esp�ece 1 sur l'esp�ece 2 est sup�erieure �a la comp�etitionintra-sp�eci�que de l'esp�ece 1. Par cons�equent, l'esp�ece 2 subit une forte comp�etition inter-sp�eci�que et �nit par disparâ�tre.ii) 1K1 > b2K2 et 1K2 < b1K1 : dans ce cas, l'esp�ece 2 �elimine l'esp�ece 1. Il n'y a pasd'�equilibre dans le quadrant positif. Le m�ecanisme est le même que celui d�ecrit pr�ec�edem-ment.iii) 1K1 < b2K2 et 1K2 < b1K1 : dans ce cas, l'une des deux esp�eces disparâ�t, selon lesconditions initiales. Il y a un �equilibre instable dans le quadrant positif : c'est un pointselle. Pour les deux esp�eces, la comp�etition inter-sp�eci�que exerce une forte pression, et, engros, l'esp�ece la plus importante initialement, r�esiste jusqu'�a l'extinction de l'autre esp�ece.iv) 1K1 > b2K2 et 1K2 > b1K1 : dans ce cas, les deux esp�eces coexistent. Il y a un �equilibrestable dans le quadrant positif qui est tout entier le bassin d'attraction. Pour les deuxesp�eces, la comp�etition inter-sp�eci�que exerce une faible pression.Il est int�eressant de faire le changement de coordonn�ees suivant :(III:13) 8><>:X = xK1Y = yK2qui permet une �etude plus facile du mod�ele. En e�et, dans ces nouvelles coordonn�ees,le mod�ele s'�ecrit :(III:14) � _x = r1X(1�X � c1 � Y )_y = r2Y (1 � Y � c2 �X)avec ci = biKjKi ; pour j 6= i.Le cas i) correspond donc �a c1 < 1 et c2 > 1, le cas ii) correspond �a c1 > 1 et c2 < 1,le cas iii) correspond �a ci > 1, pour i=1,2, et le cas iv) correspond �a ci < 1, pour i=1,2.Cette transformation s'appelle la renormalisation du mod�ele de comp�etition.Nous ne nous attarderons pas plus sur ce mod�ele qui est bien connu et dont l'analyseest dans [Mu] par exemple. Nous proposons maintenant un mod�ele qui tient compte desh�et�erog�en�eit�es.III.2.2 - Pr�esentation du mod�ele et r�eductionComme pr�ec�edemment, on consid�ere des populations que nous subdivisons pour pren-60



dre en compte l'h�et�erog�en�eit�e. Nous proposons le mod�ele complet suivant :(III:15) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: dx1d� = k112x2 � k121x1 + "r1x1(1� x1 � c11y1)dx2d� = k121x1 � k112x2 + "r1x2(1� x2 � c12y2)dy1d� = k212y2 � k221y1 + "r2y1(1 � y1 � c21x1)dy2d� = k221y1 � k212y2 + "r2y2(1 � y2 � c22x2)o�u xi et yi d�esignent les densit�es des esp�eces 1 et 2 respectivement sur les sites 1 et2. On a suppos�e dans ce mod�ele, o�u l'h�et�erog�en�eit�e consid�er�ee est spatiale, qu'un individusur le milieu 1 n'interagit pas avec un individu du milieu 2.On note x la densit�e totale de la population 1, y celle de la population 2, ui = xix etvi = yiy les fr�equences de sous-populations sur chaque site. Supposons que la partie rapide(donn�ee par (III.15) et " = 0) admette un �equilibre hyperbolique en fr�equence, que nousnoterons (U1; U2; V1; V2). D'apr�es le th�eor�eme de Vari�et�e Centrale, on a :(III:16) 8>><>>: dxdt = r1x(1 � xK1 � b1K1 y) +O(")dydt = r2y(1 � yK2 � b2K2 x) +O(")o�u les param�etres sont donn�es par le syst�eme suivant :(III:17) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 1K1 = (U1)2 + (U2)21K2 = (V1)2 + (V2)2b1K1 = c11U1V1 + c12U2V2b2K2 = c21U1V1 + c22U2V2et t = "� .Il est �evident que lorsque les taux de passage du syst�eme (III.15) sont constants,c'est-�a-dire lorsque la dynamique rapide est lin�eaire alors les fr�equences d'�equilibre, quisont des fonctions de ces taux de passage, sont constantes. Il en r�esulte que la dynamiqueglobale (donn�ee par le syst�eme (III.16)) est structurellement identique �a la dynamiquelente, c'est-�a-dire celle qui existe sur chaque site s�epar�ement. Par cons�equent, dans cecas particulier, notre mod�ele n'est rien de plus qu'un mod�ele de Lotka-Volterra dont les61



param�etres d�ependent de la migration. Les taux de passage peuvent aussi d�ependre desfr�equences (nous verrons le sens biologique qu'il faut donner �a cette hypoth�ese th�eorique),on peut imaginer qu'il y ait plusieurs fr�equences d'�equilibre stables. Dans ce cas, lesconditions initiales de r�epartition des esp�eces sur chaque milieu auront une importancefondamentale sur la dynamique globale des populations. En�n, il est possible que les tauxde passage d�ependent des densit�es totales comme nous l'avons vu pour les mod�eles decroissance d'une population. C'est pour cette raison que nous n'e�ectuons pas a priori derenormalisation du mod�ele sur la vari�et�e centrale, les coe�cients qui apparâ�ssent dans cemod�ele ne sont pas syst�ematiquement des constantes. Dans le paragraphe qui suit nousmontrons les cons�equences de chacun de ces cas sur la dynamique globale.�III.2.3 - E�ets de la migrationMigrations al�eatoiresConsid�erons un syst�eme de deux populations en comp�etition, pouvant migrer chacunesur deux sites, tels que sur chacun pris s�epar�ement, les deux esp�eces peuvent coexister.Dans cet exemple, on suppose que les migrations sont al�eatoires, c'est-�a-dire que les tauxde passage sont constants et par cons�equent les fr�equences d'�equilibre sont constantes.L'hypoth�ese de coexistence se traduit par le fait que les coe�cients cij sont strictementinf�erieurs �a 1. Pour avoir la coexistence avec les migrations, il faut et il su�t d'avoir lesconditions suivantes :(III:18) � (U1)2 + (U2)2 > c21U1V1 + c22U2V2(V1)2 + (V2)2 > c11U1V1 + c12U2V2Or, même lorsque cij < 1 pour tout (i; j), le syst�eme (III.18) n'est pas toujours v�eri��e.La preuve en est l'exemple num�erique suivant :(III:19) 8><>: c11 = 0:1c21 = 0:9c12 = 0:2c22 = 0:9avec les taux de passages constants suivants :(III:20) 8><>: k112 = 3k121 = 1k212 = 0:9k221 = 162



Ces taux de passage donnent une dynamique rapide avec une fr�equence d'�equilibrepour chaque esp�ece. Les fr�equences d'�equilibre sont hyperboliquement stables et leur valeurest : (U1; U2) = (0:75; 0:25)pour la population 1, et : (V1; V2) = (0:9; 0:1)pour la population 2.En utilisant les r�esultats rappel�es dans le paragraphe III.2.1, appliqu�es �a ces param�e-tres, on en conclut que si les deux esp�eces sont compl�etement sur le site 1, sans migration,alors elles coexistent; on conclut de même si elles sont toutes les deux compl�etement surle site 2, sans migration. D�es lors que les migrations interviennent, les r�esultats sontmodi��es. En e�et, un simple calcul consistant �a remplacer dans (III.18), les param�etrespar leur valeur, montre que la premi�ere in�egalit�e de (III.18) est invers�ee, ce qui signi�el'extinction de l'esp�ece 2. Ainsi, si lors d'exp�erience en laboratoire, on cr�ee un milieu dumême type que le milieu 1, on constate que les deux esp�eces coexistent, et si on cr�ee unmilieu semblable au milieu 2, on aboutit aux mêmes conclusions. Mais en milieu naturel,qui est une combinaison des di��erents milieux homog�enes, il peut y avoir extinction del'une des deux esp�eces.D'autre part, si on consid�ere l'exemple num�erique pr�ec�edent, en inversant les tauxde migrations de l'esp�ece 1, alors les fr�equences d'�equilibre sont invers�ees. Dans ce cas,le même petit calcul que pr�ec�edemment montre que les deux esp�eces peuvent coexister,même avec les migrations.Sur le même principe, on peut avoir deux esp�eces en comp�etition sur un milieu suppos�ehomog�ene (en laboratoire, par exemple) tel que l'esp�ece 1 disparâ�t. Sur un deuxi�ememilieu suppos�e homog�ene �egalement, mais di��erent du premier, la comp�etition entre lesdeux esp�eces conduit encore �a l'extinction de l'esp�ece 1. Il semble alors �evident que l'esp�ece1 va disparâ�tre, puisque tous les milieux lui sont d�efavorables. Pourtant, si les deux esp�ecespeuvent migrer rapidement entre les deux milieux, alors il peut y avoir coexistence. Ene�et, l'extinction de l'esp�ece 1 sur chaque milieu s�epar�ement se traduit par :c11 > 1; c12 > 1; c21 < 1; c22 < 1Or ces conditions ne sont pas incompatibles avec le syst�eme (III.18), qui assure la coexis-tence avec les migrations. La preuve en est l'exemple num�erique suivant :(III:21) 8><>: c11 = 1:2c12 = 1:1c21 = 0:5c22 = 0:663



avec les migrations al�eatoires suivantes :(III:22) 8><>: k112 = 0:9k121 = 0:1k212 = 0:1k221 = 0:9Ces taux de passage donnent les fr�equences d'�equilibre suivantes : (U1; U2) = (0:9; 0:1)et (V1; V2) = (0:1; 0:9), c'est-�a-dire que les deux esp�eces se partagent pratiquement l'espace,c'est-�a-dire les ressources, et un simple calcul permet de voir que le syst�eme (III.7) estv�eri��e, c'est-�a-dire qu'il y a coexistence.Migrations ratio-d�ependantesDans cette partie, on utilise des taux de passage ratio-d�ependants, c'est-�a-dire quid�ependent de la proportion des sous-populations sur les sites : si un individu d'une esp�ecedomin�ee au cours d'une comp�etition arrive sur un milieu o�u l'esp�ece dominatrice est plusabondante que dans le milieu d'o�u elle vient, alors elle peut avoir tendance �a retournerdans le premier milieu. Dans cette situation, la migration d�epend de la proportion desesp�eces sur chaque milieu. Il y a d'autres exemples possibles. Nous en donnons un.Consid�erons deux populations sur deux milieux di��erents, de telle sorte que l'esp�ece2 migre al�eatoirement, alors que l'esp�ece 1 a une migration donn�ee par les taux de passagesuivants :(III:23) � k112 = Cte = �k121 = (u1)2 � � � u1 + �Les fr�equences d'�equilibre sont alors solutions de :(III:24) �U31 � � � U21 + (� + �)U1 + � = 0U2 = 1� U1Il est clair que la premi�ere �equation de (III.24) peut avoir trois solutions, dont deuxstables et une instable. Dans ce cas, la r�epartition initiale des populations sur les deuxmilieux aura une grande importance. En e�et, on a vu dans le sous paragraphe pr�ec�e-dent, que les fr�equences d'�equilibre jouaient un rôle d�eterminant sur la dynamique globale.Illustrons ceci par l'exemple suivant :(III:25) 8>>>>><>>>>>: � = 332� = 32� = 19264



qui correspond �a un sc�enario que nous d�ecrivons ci-apr�es. Si initialement la proportiond'esp�ece 1 sur le milieu 1 est plus �elev�ee que sur le milieu 2, les individus de cette esp�eceont tendance �a rester sur le milieu 1. Par contre, si la proportion initiale d'esp�ece 1 est plus�elev�ee sur le milieu 2 que sur le milieu 1, les individus de cette esp�ece ont tendance �a allersur le milieu 2. En r�esum�e, les individus ont un comportement aggr�egatif ind�ependant dumilieu.Dans cet exemple, les fr�equences d'�equilibre sont au nombre de trois pour l'esp�ece 1,avec deux �equilibres stables qui sont (U1; U2) = (0:25; 0:75) et (U1; U2) = (0:75; 0:25), et un�equilibre instable qui est (U1; U2) = (0:5; 0:5). Si les taux de passage de l'esp�ece 2 sont telsque (V1; V2) = (0:9; 0:1), et les cij sont ceux de (III.19), comme dans le sous-paragraphepr�ec�edent, on en conclut que si initialement, la proportion d'individus de l'esp�ece 1 est plusimportante sur le milieu 1 alors l'esp�ece 2 disparâ�t. Mais si initialement, la proportiond'individus de l'esp�ece 1 est plus importante sur le milieu 2 alors il y a coexistence. Onvoit donc bien comment intervient la r�epartition initiale des populations sur chaque milieudans la dynamique globale.Migrations densit�e-d�ependantesDans ce sous-paragraphe, on montre l'in
uence de la densit�e-d�ependance des taux depassage, c'est-�a-dire de la d�ependance des taux de passage par rapport aux densit�es totales.Nous rappelons que ceci sous-entend que les individus qui migrent ont une connaissancedes densit�es globales, ce que l'on peut admettre puisqu'on suppose que les migrations sontrapides, et par cons�equent que les individus peuvent rapidement avoir une connaissancer�eguli�ere des di��erents milieux, et �nalement des densit�es globales. On suppose �egalementque chaque milieu est quasiment homog�ene, c'est-�a-dire que la comp�etition peut y êtremod�elis�ee par un syst�eme de Lotka-Volterra.On consid�ere deux populations qui sont en comp�etition et qui peuvent migrer rapide-ment sur deux milieux, de telle sorte que les fr�equences arrivent �a un �equilibre. Si les tauxde passage sont densit�e-d�ependants, il en est de même pour les fr�equences d'�equilibre, etdonc pour les param�etres qui sont d�e�nis par (III.6). On obtient donc un mod�ele qui n'estplus semblable au mod�ele de Lotka-Volterra.A partir de ces hypoth�eses, on montre comment les migrations peuvent conduire �a undouble �equilibre dans le quadrant positif. Ceci signi�e une coexistence �a basses densit�es,et une coexistence �a haute densit�es.Pour les deux populations en comp�etition, on propose un mod�ele du type (III.15). Lesmigrations de l'esp�ece 2 sont suppos�ees constantes, de sorte que les fr�equences d'�equilibre65



(V1; V2) sont constantes. Quelles que soient les migrations de l'esp�ece 1, on obtient unmod�ele r�eduit du type (III.16), o�u le param�etre K2 est constant et ne d�epend que desfr�equences d'�equilibre de l'esp�ece 2, ainsi que l'indique son expression dans (III.17). Onsuppose �egalement que les coe�cients cij v�eri�ent :(III:26) 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: 0 < c11 < 1V1 �K20 < c21 < 1V10 < c12 < 1V2 �K20 < c22 < 1V2Avec ces hypoth�eses, si c11 � V1 > c12 � V2 et c21 � V1 < c22 � V2, alors on a la doublein�egalit�e suivante :(III:27) 0 < K2c11V1 � 1K2c21V1 � 1 < k2c12V2 � 1K2c22V2 � 1On peut alors supposer qu'il existe deux r�eels �x et ~x tels que :(III:28) 0 < K2c11V1 � 1K2c21V1 � 1 < �x < ~x < k2c12V2 � 1K2c22V2 � 1Soient les taux de passage de l'esp�ece 1 d�e�nis par :(III:29) 8<: k112 = Cte = �k121 = Cte = � si x � �xk121 = � + k � e( 1�x�x ) si x > �xAinsi d�e�nis, les taux de passage sont C1. Les param�etres �; �; k et c sont suppos�esv�eri�er la double in�egalit�e :(III:30) � << � << � + k exp( c�x � x )o�u la deuxi�eme in�egalit�e n'est valable que si x > �x. Avec ces hypoth�eses, que nousinterpr�etons plus loin, le mod�ele r�eduit peut pr�esenter au moins deux �equilibres, �a desdensit�es di��erentes. Nous le d�emontrons apr�es avoir introduit une derni�ere notation.66



Soient �1 = �� et �2(x) = �� + k exp( c�x�x ) .Remarquons que si x > ~x alors on a �2(x) < �2(~x) = �2.Il y a deux cas distincts :i ) x < �x : dans ce cas, k121 = � et par cons�equent les fr�equences d'�equilibre del'esp�ece 1 sont donn�ees par les expressions :(III:31) 8<:U1 = ��+ � = 1�O(�1)U2 = 1� U1 = O(�1)Le syst�eme (III.17) nous permet de calculer les param�etres du mod�ele r�eduit, qui estdu type (III.16). Leur expression est :(III:32) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 1K1 = 1 +O(�1)1K2 = (V1)2 + (V2)2b1K1 = c11V1 +O(�1)b2K2 = c21V1 +O(�1)Il en d�ecoule que l'expression du champ X sur la vari�et�e centrale est d�e�ni par :(III:33) 8>><>>: dxdt = r1x(1 � x� c11V1y) +O(�1) +O(")dydt = r2y(1� 1K2 y � c21V1x) +O(�1) +O(")D'apr�es les hypoth�eses du syst�eme (III.15), on d�eduit que le champ X1, obtenu enposant " = �1 = 0 dans (III.22), admet un point �xe dont l'abscisse est :�x1 = K2c11V1 � 1K2c21V1 � 1Cet �equilibre, qui est dans la r�egion fx < �xg est hyperboliquement stable. Par con-s�equent, si �1 et " sont su�samment petits, le champ X a un �equilibre hyperboliquementstable dans la r�egion : R1 = f(x; y; ) 2 IR2= y � 0; 0 � x < �xg67



ii) x > ~x : dans ce cas, les fr�equences de l'esp�ece 1 sont :(III:34) �U1 = O(�2)U2 = 1�O(�2)Le syst�eme (III.17) nous permet de calculer les param�etres du mod�ele r�eduit, qui est dutype (III.16). Leur expression est :(III:35) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 1K1 = 1 +O(�2)1K2 = (V1)2 + (V2)2b1K1 = c12V2 +O(�2)b2K2 = c22V2 +O(�2)Il en d�ecoule que l'expression du champ X sur la vari�et�e centrale est d�e�ni par :(III:36) 8>><>>: dxdt = r1x(1 � x� c12V2y) +O(�2) +O(")dydt = r2y(1� 1K2 y � c22V2x) +O(�2) +O(")D'apr�es les hypoth�eses du syst�eme (III.26), on d�eduit que le champ X2, obtenu en posant" = �2 = 0 dans (III.33), admet un point �xe dont l'abscisse est :�x2 = K2c12V2 � 1K2c22V2 � 1Cet �equilibre, qui est dans la r�egion fx > ~xg est hyperboliquement stable. Par con-s�equent, si �2 et " sont su�samment petits, le champ X a un �equilibre hyperboliquementstable dans la r�egion : R2 = f(x; y; ) 2 IR2= y � 0; x > ~xgFinalement, on en conclut que le champ de vecteurs obtenu sur la vari�et�e centrale aau moins deux �equilibres attractants, dont l'un est dans R1 et l'autre est dans R2. Danschacune de ces deux r�egions, l'�equilibre est unique. D'autre part, plus �1 et �2 sont prochesde z�ero, plus la distance entre R1 et R2 peut être choisie petite.De cette mani�ere, on a un mod�ele de comp�etition avec coexistence des deux esp�eces,mais les densit�es �a l'�equilibre d�ependent des conditions initiales.Remarque : pour des raisons de simplicit�e, on a choisi de travailler avec des taux depassage qui se modi�ent au voisinage d'une droite (dont l'�equation est x = �x). On peut68



faire le même type de raisonnement pour une courbe d'�equation f(x; y) = 0 par exemple,en proc�edant comme suit : �etant donn�e un r�eel positif proche de z�ero, not�e �, on construitun �equilibre positif dans la r�egion f(x; y) > � et un �equilibre dans la r�egion f(x; y) < 0en utilisant la même technique que dans l'exemple ci-dessus. Ceci nous permet d'avoir �anouveau un �equilibre �a hautes densit�es, et un �equilibre �a basses densit�es, mais avec destaux de passage certainement plus r�ealistes.III.3 La pr�edationNous donnons dans ce paragraphe trois applications des m�ethodes de r�eduction auxmod�eles de pr�edation. Les deux premi�eres se situent dans le cadre d'un �equilibre pour ladynamique rapide, la troisi�eme est un exemple d'oscillations rapides.III.3.1 Emergence de propri�et�es : la r�eponse fonctionnelleLa r�eponse fonctionnelle d'un syst�eme pr�edateurs-proies est le nombre de proiesmang�ees par pr�edateur et par unit�e de temps. C'est une grandeur qu'on interpr�ete g�en�erale-ment comme la cons�equence d'un ph�enom�ene de comportement (voir [A1]).Dans ce sous-paragraphe, on montre comment l'�emergence de propri�et�es de la dy-namique individuelle peut être appliqu�ee �a la construction de r�eponses fonctionnelles glo-bales ([Mi]). En e�et, il est di�cile de construire cette r�eponse fonctionnelle sans tenircompte du comportement des individus. Dans le mod�ele de Lotka-Volterra, les auteurssupposent que le nombre de proies mang�ees par unit�e de temps �a chaque instant, est pro-portionnel au nombre de rencontres pr�edateur-proie, ce qui sous-entend deux choses : laprobabilit�e, pour un pr�edateur, de rencontrer une proie est partout la même, et d'autrepart, d�es qu'un pr�edateur rencontre une proie, il la mange.Ce raisonnement ne tient �evidemment pas compte de l'h�et�erog�en�eit�e du milieu. Enoutre, comme le fait remarquer Holling dans [Hol], le raisonnement pr�ec�edent ne tient pascompte de la saturation physiologique du pr�edateur. En d'autres termes, il ne prend pasen compte l'h�et�erog�en�eit�e des comportements : un pr�edateur ne se comporte pas avec uneproie de la même mani�ere lorsqu'il est a�am�e et lorsqu'il est repus. Holling propose uner�eponse fonctionnelle qui sature lorsque le nombre de proies augmente.De plus, on peut supposer, comme dans [Bed], que la r�eponse fonctionnelle sature�egalement lorsque le nombre de pr�edateurs augmente, c'est-�a-dire que lorsqu'il y a de plusen plus de pr�edateurs, ceux-ci se partagent les proies.On propose un mod�ele tenant compte des e�ets de l'h�et�erog�en�eit�e spatiale, des com-69



portements individuels, des �echelles de temps di��erentes pour la dynamique individuelle(plus rapide) et la dynamique globale (plus lente). On divise �a nouveau les populations ensous-populations qui correspondent �a une division de l'espace en milieux quasi-homog�enes,et �a des classes de comportements homog�enes. Pour chaque sous-population, on prend lemod�ele de Lotka-Volterra. On suppose �egalement que les changements d'activit�es ou demilieux sont rapides par rapport �a la dynamique globale de la population.Pour des raisons de simplicit�e, on se limite encore une fois au cas o�u chaque populationse divise en une ou deux sous-populations. On utilise les notations suivantes : n d�esignela densit�e des proies, p est celle des pr�edateurs, ni est la densit�es des proies dans la sous-population i, pj celle des pr�edateurs dans la sous-population j. Dans notre exemple, lessous-populations correspondent �a di��erents milieux. On consid�ere le mod�ele suivant :(III:37) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: dn1d� = kn12n2 � kn21n1 + " � n1(f(n; n1; n2)� b1p1)dn2d� = kn21n1 � kn12n2 + " � n2(f(n; n1; n2)� b2p2)dp1d� = kp12p2 � kp21p1 � " � p1(�� e � b1n1)dp2d� = kp21p1 � kp12p2 � " � p2(�� e � b2n2)o�u f(n; n1; n2) est le taux de croissance de la proie : il n'intervient pas dans la r�eponsefonctionnelle. � d�esigne le taux de mortalit�e du pr�edateur, knij est le taux de passage desproies du milieu j vers le milieu i, kpij est celui des pr�edateurs, e est l'e�cacit�e de conversionde proies en pr�edateurs.D'apr�es le th�eor�eme de vari�et�e centrale, la dynamique globale est donn�ee par le syst�emesuivant :(III:38) 8><>: dndt = n( �f (n;U1; U2) � (b1U1V1 + b2U2V2)p) +O(")dpdt = �p(�� e � (b1U1V1 + b2U2V2)n) +O(")o�u Ui est la fr�equence d'�equilibre de la proie sur le milieu i et Vi est celle du pr�edateur.Par cons�equent, la r�eponse fonctionnelle totale, �a des termes d'ordre " pr�es, est :g(n; p) = (b1U1V1 + b2U2V2)nLes fr�equences d'�equilibre s'expriment �a l'aide des taux de passage de la même mani�ereque dans les paragraphes pr�ec�edents :8>>>>><>>>>>:U1 = kn12kn12 + kn21V1 = kp12kp12 + kp21U2 = 1� U1V2 = 1� V170



Par cons�equent, si les taux de passage sont constants (migrations al�eatoires), alors lesfr�equences d'�equilibre sont des constantes, et la r�eponse fonctionnelle est proportionnelle�a la densit�e des proies : c'est celle de Lotka-Volterra.Supposons que les changements de milieu soient densit�e-d�ependants : la r�eponse fonc-tionnelle est alors modi��ee. Nous allons voir quels types de taux de passage donnent lesr�eponses fonctionnelles de Holling, de Beddington et de Arditi ([A1]...[A4]).� Il existe bien sur d'autres r�eponses fonctionnelles, c'est-pourquoi nous donnonsun proc�ed�e de constructions de ces r�eponses assez g�en�eral. Etant donn�ee une r�eponsefonctionnelle g(n; p), on consid�ere l'�equation :(III:39) g(n; p) = b1U1V1 + b2U2V2o�u les inconnues sont U1 et V1. Posons k� = k�21k�12 avec � dans fn; pg. Les inconnues sontalors les k�. On a dans ce cas un syst�eme contenant une �equation et deux inconnues, ilpeut alors y avoir plusieurs solutions. De plus, si le nombre de sous-populations augmente,il en est de même pour le nombre d'inconnues. Donc il peut y avoir plusieurs sc�enariipossibles pour une même r�eponse fonctionnelle.Cependant, si l'on est capable de mesurer les taux de passage, alors pour ces taux, ily a unicit�e de la r�eponse fonctionnelle correspondante. Nous traitons maintenant quelquesr�eponses fonctionnelles classiques.La r�eponse fonctionnelle de HollingLa r�eponse fonctionnelle de Holling ([Hol]) est d�e�nie par l'expression suivante :g(n; p) = anc+ dnL'�equation (III.39) s'�ecrit alors :b2(1� U1 � V1) + (b1 + b2)U1V1 = ac+ dnce qui est �equivalent �a :(III:40) b1 + b2knkp(1 + kn)(1 + kp) = ac+ dnComme on l'a remarqu�e pr�ec�edemment, le nombre d'inconnues est plus grand que lenombre d'�equations : il faut donc faire un choix. On propose par exemple le sc�enariosuivant : le milieu 1 est un milieu o�u la proie est soumise au pr�edateur, alors que le71



milieu 2 est un refuge pour la proie. La sous-population 2 du pr�edateur est constitu�ee despr�edateurs qui ne chassent pas : on a donc b2 = 0Supposons de plus, dans un premier temps, que la migration de la proie soit al�eatoire,c'est-�a-dire que kn soit une constante. L'�equation (III.40) devient alors :A1 + kp = ac+ dno�u la constante A est d�e�nie par A = b11+kn . On en d�eduit que si kp est de la forme :(III:41) kp = � + �n1o�u les param�etres � et � sont positifs, alors la r�eponse fonctionnelle est une r�eponsefonctionnelle de Holling. Or les variations de kp indiquent comment les pr�edateurs ser�epartissent entre leur refuge et le terrain de chasse. Si kp augmente, la proportion depr�edateurs qui ne chassent pas, augmente : les pr�edateurs chassent de moins en moins.D'apr�es l'expression (III.41), on constate que lorsque la densit�e des proies accessibles aug-mente, le pr�edateur chasse de moins en moins : il n'a pas de di�cult�e �a trouver de proies.Dans cet exemple, la migration d�epend des densit�es locales.On retrouve �egalement l'id�ee de Holling sur la saturation physiologique du pr�e-dateur : dans l'�etat 1 (chasse), le pr�edateur rencontre de plus en plus de proies et mangetoutes les proies qu'il rencontre, donc s'il sature, il cesse de chasser (�etat 2).En�n, cette r�eponse fonctionnelle peut être interpr�et�ee comme la cons�equence d'uned�efense de groupe : l'augmentation de la densit�e des proies dissuade le pr�edateur de chasser.Il y a bien sur d'autres mani�eres d'obtenir cette r�eponse fonctionnelle, mais nous nousbornerons �a un dernier exemple car il nous parâ�t simple : supposons que le pr�edateur nepuisse pas aller sur le milieu 2, qui est un refuge pour la proie, c'est-�a-dire que kp = 0. Sikn = � + �n alors la r�eponse fonctionnelle est de type Holling, mais l'interpr�etation esttr�es di��erente de celles que nous avons vues pr�ec�edemment, et elle est plus discutable. Ene�et, les taux de passage pr�ec�edents signi�ent que lorsque la densit�e des proies augmente,celles-ci ont tendance �a rentrer au refuge, ce que l'on pourrait expliquer par le fait quelorsqu'elles sont nombreuses, les proies sont plus visibles par le pr�edateur. Elles sont plusvuln�erables sur le milieu 2 et restent donc sur le milieu 1.Nous insistons �a nouveau sur le fait que les taux de passage que nous proposons sontdes exemples th�eoriques qui permettent de retrouver exactement, �a partir de l'h�et�erog�en�eit�eet de la loi d'action de masse, des r�eponses fonctionnelles classiques. Il est tr�es souhaitablepar la suite d'utiliser des migrations exp�erimentales a�n de tester le mod�ele de la dynamiqueglobale. 72



La r�eponse fonctionnelle de BeddingtonLa r�eponse fonctionnelle de Beddington ([Bed]) est donn�ee par l'expression suivante :g(n; p) = anc+ dn+ kpComme dans l'exemple pr�ec�edent, on traite deux exemples. Le premier est un cas o�ula migration de la proie est al�eatoire entre les deux �etats; dans le deuxi�eme, c'est celle dupr�edateur qui est al�eatoire. On suppose toujours que l'�etat 1 du pr�edateur est la chasse,tandis que dans l'�etat 2, le pr�edateur ne chasse pas. Le milieu 2 est un refuge pour laproie; sur le milieu 1, la proie est chass�ee.Dans ces deux exemples, puisque b2 = 0, l'�equation (III.39) s'�ecrit :b1(1 + kn)(1 + kp) = ac+ dn+ kpSi la migration de la proie est al�eatoire, et si la migration du pr�edateur est telle que :kp = �+ �n1 + 
palors on obtient une r�eponse fonctionnelle de Beddington. L'expression de kp s'inter-pr�ete de la fa�con suivante : lorsque le nombre de proies accessibles augmente, le pr�edateurchasse de moins en moins, on en revient �a l'exemple pr�ec�edent (r�eponse fonctionnelle deHolling). Si la densit�e de pr�edateurs augmente, ceux-ci se partagent la proie : ils chassentmoins.Si la migration du pr�edateur est al�eatoire, et si celle de la proie est telle que :kn = � + �n+ 
palors on obtient �egalement une r�eponse fonctionnelle de Beddington. Dans ce cas, ondoit interpr�eter la migration de la proie. Plus la densit�e de la proie est �elev�ee, plus celle-cireste au refuge (voir la r�eponse de Holling ci-dessus). Si la densit�e du pr�edateur augmente,alors la proie reste au refuge : en fait elle sort souvent (migrations rapides) mais constatela pr�esence importante de pr�edateurs, et rentre rapidement au refuge.73



La r�eponse fonctionnelle de ArditiLa r�eponse fonctionnelle de Arditi ([A1]) est donn�ee par l'expression suivante :g(n; p) = andn+ kpOn remarque que cette r�eponse est un cas particulier de celle de Beddington (cas o�ub est nul). Ceci signi�e que l'on peut la voir comme un cas limite o�u b est n�egligabledevant dn + kp. On peut alors reprendre les taux de passage de l'exemple pr�ec�edent, enprenant � n�egatif, mais n�egligeable devant �n+ 
p et tel que 1+� soit n�egligeable devant�n+
p. De cette mani�ere, �a un terme n�egligeable pr�es, on obtient la r�eponse fonctionnellede Arditi. On peut l'obtenir de mani�ere exacte en posant � = �1.L'int�erêt de cette r�eponse fonctionnelle, est qu'elle n'est fonction que d'une seulevariable : np . Ceci intervient de fa�con int�eressante si l'on s'int�eresse �a des r�eseaux trophiques([A1], [A2], [A3]), o�u le nombre de populations devient �elev�e, et o�u il est n�ecessaire de fairede telles simpli�cations.On en conclut que la r�eponse fonctionnelle de Arditi est la traduction d'un ph�enom�enede partage de la proie par le pr�edateur, comme dans le cas de la r�eponse de Beddington.Nous ne d�eveloppons pas d'autres exemples ici bien que le nombre de r�eponses quedonne notre mod�ele soit �elev�e : il est plus int�eressant de construire ces r�eponses �a partir detaux de passage connus. Cependant notre m�ethode permet de comprendre quels doiventêtre les types de comportements des populations que l'on �etudie, pour que la r�eponsefonctionnelle ait une forme donn�ee.III.3.2 Bifurcation de la dynamique globaleCe second exemple est une illustration de l'in
uence de la r�epartition des popula-tions dans les di��erentes sous populations. On montre que lorsque ces r�epartitions varientcontinûment, on peut avoir une bifurcation de Hopf sur la vari�et�e centrale. La di��erenceessentielle avec l'exemple du deuxi�eme chapitre est qu'ici, le mod�ele obtenu sur la vari�et�ecentrale, pour " nul, est structurellement stable en g�en�eral.Les notations sont les mêmes que dans le sous-paragraphe pr�ec�edent. On suppose quela proie et le pr�edateur migrent sur 2 milieux di��erents. Le mod�ele que l'on consid�ere estle suivant :(III:42) 8>>>><>>>>: dnid� = 2Xj=1 knijnj � 2Xj=1 kjini + "ni�r(1 � niKi ) � bipi�dpid� = 2Xj=1 kpijpj � 2Xj=1 kjipi � "pi��� ebini�74



On suppose que les migrations donnent un �equilibre pour la dynamique rapide. Onapplique la m�ethode de r�eduction, qui nous permet d'obtenir sur la vari�et�e centrale, lemod�ele pr�edateurs-proies suivant :(III:43) 8><>: dndt = rn(1 � nK � bp) +O(")dpdt = �p(�� ebn) +O(")o�u les param�etres K et b sont donn�es en fonction des fr�equences d'�equilibre (Ui; Vi),par : 8>>>><>>>>: 1K = 2Xi=1 (Ui)2Kib = 2Xi=1 biUiViSupposons que les migrations de la proie soient al�eatoires et que les migrations dupr�edateur soient donn�ees par les taux de passage suivants :kp12 = �n2 et kp21 = � = CteOn suppose �egalement que le milieu 1 est un refuge pour la proie, c'est-�a-dire queb1 = 0. Les taux de passage s'interpr�etent alors de la fa�con suivante : plus les proies acces-sibles sont nombreuses, moins le pr�edateur passe de temps �a chasser (voir le paragraphesur la r�eponse fonctionnelle de Holling). On peut alors v�eri�er que le mod�ele (III.43) estun mod�ele pr�edateurs-proies avec une croissance logistique pour la proie, et une r�eponsefonctionnelle de type Holling. On peut le mettre sous la forme explicite suivante :(III:44) 8><>: dndt = rn(1 � nK )� knpn+Ddpdt = �p(�� k0nD + n )o�u k = b2U2��U1 , D = ��U1 et k0 = ek.Ce mod�ele est connu (voir [EK]), et une analyse simple de la partie lin�eaire au pointd'�equilibre du quadrant positif montre que son d�eterminant est strictement positif maisque la trace peut changer de signe. En e�et, si on note (�n; �p) les coordonn�ees du pointd'�equilibre, il est facile de voir que :8><>: �n = �Dk0 � ��p = r(1 � �nK )(D + �nk )75



La trace de la partie lin�eaire L en (�n; �p) est donn�ee par :Tr(L) = r�nK(D + �n )(K �D � 2�n)Un choix judicieux des param�etres de la dynamique rapide peut permettre d'obtenirl'annulation de cette trace. Par exemple, si on �xe tous les param�etres de la dynamiquerapide sauf un, que l'on note �, alors pour un choix judicieux de �, la trace de L peutêtre nulle. Si pour cette valeur de �, disons �0, la d�eriv�ee de la trace par rapport �a � estnon nulle, alors il existe une valeur voisine de �0 telle que la trace de la partie lin�eaire duchamp obtenu sur la vari�et�e centrale (avec " non nul, mais proche de z�ero) s'annule. Onobtient ainsi une bifurcation de Hopf sur la vari�et�e centrale. On peut se r�ef�erer �a [AP],pour des exemples num�eriques.III.3.3 Exemple d'oscillations rapidesNous nous int�eressons dans ce sous-paragraphe au cas d'un syst�eme pr�edateur-proieaquatique. On propose ici un mod�ele tenant compte des migrations des individus au coursd'une p�eriode de 24 heures. D'apr�es [MC] (p. 149-181), on constate chez certaines esp�ecesaquatiques, des migrations verticales (dans la colonne d'eau) pendant la journ�ee. Pour �xerles id�ees, nous nous int�eressons plus particuli�erement �a deux esp�eces que l'on trouve dansle lac de Babine (Colombie Britannique). Ces deux esp�eces sont l'H�et�erocope (pr�edateur)et la Bosmina (proie). Le jour, le pr�edateur est en bas de la colonne d'eau tandis que laproie est en haut, c'est le contraire la nuit.Ces migrations se font donc �a l'�echelle de la journ�ee. On peut s'int�eresser �egalement�a plus long terme �a l'e�et de l'interaction pr�edateur-proie. A priori, rien ne permet depenser que les migrations sont dues �a la pr�edation puisque le cycle est de 24 heures. Ene�et, il est apparemment plus clair que la lumi�ere solaire est la cause de ces migrationsp�eriodiques. C'est pourquoi dans le mod�ele que nous proposons, aucun terme de pr�edationquel qu'il soit n'intervient dans la dynamique rapide.On propose deux exemples de dynamique rapide. Le deuxi�eme exemple nous sembleplus ad�equat que le premier pour mod�eliser la situation propos�ee dans [MC]. Cependant, ilm'a paru utile d'exposer le premier parce qu'il permet de mieux comprendre la constructiondu second.La dynamique rapideOn divise chaque population (H�et�erocope et Bosmina ) en deux �etats correspondantau bas et au haut de la colonne d'eau. On notera avec l'indice 1 l'�etat de la population en76



haut et avec l'indice 2 celui du bas. La forme g�en�erale du mod�ele rapide est la suivante :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: dn1d� = kN12n2 � kN21n1dn2d� = kN21n1 � kN12n2dp1d� = kP12p2 � kP21p1dp2d� = kP21p1 � kP12p2Les k�ij sont les taux de passage du haut vers le bas et du bas vers le haut. Dansl'exemple que l'on consid�ere, ils sont fonction du temps. On passe maintenant au syst�emeen fr�equences. Le syst�eme pr�ec�edent devient alors :(III:45) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: du1d� = kN12 � (kN12 + kN21)u1du2d� = kN21 � (kN12 + kN21)u2dv1d� = kP12 � (kP12 + kP21)v1dv2d� = kP21 � (kP12 + kP21)v2Les migrations sont sinuso��dales, donc on peut supposer que les taux de migrations lesont (bien que ce ne soit pas n�ecessaire). Supposons par exemple que les taux de passagesoient :(III:46) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: kN12 = a+ cos(t)bkN21 = c� cos(t)bkP12 = a + sin(t)bkP21 = c� sin(t)bDe (III.45) et (III.46), on d�eduit le syst�eme suivant :(III:47) 8><>: du1d� = a+ cos(t)b � a+ cb u1dv1d� = a + sin(t)b � a+ cb v177



Ce syst�eme est r�esoluble, et les solutions sont :(III:48) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:u1(� ) = aa + c + b(a + c bcos(t) + sin(t))b2 + (a+ c)2+�u1(0) � aa+ c � a + cb2 + (a + c)2 �exp[�a+ cb � ]v1(� ) = aa + c + b(a + c bsin(t) � cos(t))b2 + (a+ c)2+�v1(0) � aa+ c + bb2 + (a + c)2 �exp[�a + cb � ]Remarque : il est clair que lorsque � devient grand, les troisi�emes termes des membres dedroite deviennent petits, et les solutions se comportent comme une constante ajout�ee �a unterme oscillant, qui ne d�epend pas de la condition initiale. En fait, d�es que t � ba+c"j ln(")j,alors � � ba+c j ln(")j. Dans ce cas, on a :exp(�a + cb � ) � "Si l'on pose u = u1 � aa+c et v = v1 � aa+c , on remarque que :u2(� ) + v2(� ) = Cte + R(� ) o�u R(� ) tend exponentiellent vite vers 0 quand � tend vers+1.Le mod�ele pr�ec�edent pr�esente bien sûr certains d�efauts. En particulier, les param�etresde la proie et du pr�edateur sont les mêmes, ce qui sous entend une in
uence de la relationde pr�edation sur les migrations. D'autre part, et c'est sur ce point que nous reprendronsle mod�ele, lorsque la population de proies est maximale en haut, celle des pr�edateurs n'estpas minimale, ce qui n'est pas en accord avec les observations donn�ees dans [CM]. Cecivient du fait que le cycle rapide vers lequel tendent les fr�equences est un cercle. Poursupprimer ce d�efaut, nous devons transformer ce cercle en ellipse dans le plan (u1; v1) detelle sorte que sur l'ellipse, la valeur maximale de u1 corresponde approximativement �a lavaleur minimale de v1 et r�eciproquement. C'est pourquoi nous proposons un autre mod�elede dynamique rapide. En fait nous modi�ons seulement les taux de passage.(III:49) 8>>>>>>><>>>>>>>: kN12 = a� (r1! + r2)sin(!� ) + (r1 � r2!)cos(!� )kN21 = 1� a+ (r1! + r2)sin(!� ) � (r1 � r2!)cos(!� )kP12 = b � (r1! � r2)sin(!� ) + (r1 + r2!)cos(!� )kP21 = 1� b+ (r1! � r2)sin(!� ) � (r1 + r2!)cos(!� )78



Avec ces taux de passage, on obtient un syst�eme (III.45) qui s'int�egre, et dont lessolutions sont :(III:50) 8<:u1(� ) = a(1 + !2) + r1cos(!� )� r2sin(!� ) +R1(� )v1(� ) = b(1 + !2) + r1cos(!� ) + r2sin(!� ) +R2(� )Les termes Ri tendent exponentiellement vers 0 en +1 : si t > "j ln(")j, alors ilexiste des constantes Mi telles que Ri(t=") < Mi", pour i = 1; 2. et par cons�equent, lesfr�equences tendent tr�es vite vers une ellipse, centr�ee en (a(1 + !2); b(1 + !2)).La dynamique lente et le mod�ele completLa dynamique lente est donn�ee par les termes de croissance et de pr�edations. Onutilise un mod�ele classique avec une croissance exponentielle (par souci de simplicit�e),pour la proie et une r�eponse fonctionnelle de type Lotka-Volterra, car on fait l'hypoth�eseque sur chaque subdivision de l'espace (haut et bas), le milieu �ecologique est �a peu pr�eshomog�ene.(III:51) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: dn1d� = "r:n1�1� b1:p1�dn2d� = "r:n2�1� b2:p2�dp1d� = �"p1��� e:b1:n1�dp2d� = �"p2��� e:b2:n2�Pour le mod�ele complet, il su�t maintenant d'ajouter le syst�eme lent et le syst�emerapide, ce qui donne le syst�eme suivant :(III:52) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: dn1d� = kN12n2 � kN21n1 + "r:n1�1� b1:p1�dn2d� = kN21n1 � kN12n2 + "r:n2�1� b2:p2�dp1d� = kP12p2 � kP21p1 � "p1��� e:b1:n1�dp2d� = kP21p1 � kP12p2 � "p2��� e:b2:n2�On passe au syst�eme en fr�equences, a�n de pouvoir utiliser la m�ethode d�ecrite au79



premier chapitre, ce qui donne :(III:53)8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: du1d� = kN12 � (kN12 + kN21)u1 + "r:u1�( 1K � u1K1 )n+ (b1u1v1 + b2u2v2 � b1v1)p�dv1d� = kP12 � (kP12 + kP21)v1 � "v1�e(b1u1v1 + b2u2v2 � b1u1)p�dnd� = "r:n�1� (b1u1v1 + b2u2v2)p�dpd� = �"p�� � e(b1u1v1 + b2u2v2)n�o�u u2 = 1� u1, v2 = 1� v1.R�eduction du mod�ele et dynamique globaleLe syst�eme (III.53) est du même genre que le syst�eme (I.20). Cela signi�e que pourappliquer la m�ethode du premier chapitre, il faut trouver un changement de variables(u1; v1) 7�! (z; '). L'�equation param�etrique de l'ellipse autour de laquelle les fr�equencesoscillent, d'apr�es le syst�eme (III.50), est la suivante :8<:u1 = a(1 + !2) + r1 cos(') � r2 sin(')v1 = b(1 + !2) + r1 cos(') + r2 sin(')On consid�ere en chaque point p de l'ellipse, une demi-droite issue du centre de l'ellipseet passant par p. z est la param�etrisation de cette demi-droite, de telle sorte que p corre-sponde �a z = 0. � Fixons un compact K �S1�� dans l'espace des phases. D'apr�es (I-3),il existe un temps (relativement court) �t0 tel que si on consid�ere une condition initiale dansle compact et si on regarde la trajectoire pour un temps t > �t0, elle est dans z = O(").D'autre part, on a : _' = ! +O(")d'o�u ' = !� +O(") si � << 1"On obtient donc les �egalit�es suivantes :� cos(') = cos(!� ) +O(")sin(') = sin(!� ) +O(")Notons "g1(';n; p; ") et "g2(';n; p; ") les expressions respectives de dnd� et dpd� dans(III.53). Il reste �a calculer leur moyennis�ee sur l'ellipse limite. On note Gi la moyennis�ee80



de gi, les Gi sont donn�ees par les formules suivantes :Gi(n; p) = 12� Z 2�0 gi(';n; p; 0)d'Dans le nouveau syst�eme de coordonn�ees, on peut mettre les fr�equences u1 et v1 sousles formes suivantes :� u1 = a(1 + !2) + r1 cos(')� r2 sin(') +O(")v1 = b(1 + !2) + r1 cos(') + r2 sin(') +O(")En rempla�cant dans (III.53), les fr�equences par leur expression ci-dessus, on en d�eduit que :(III:54) �G1(n; p) = rn(1 � ~bp)G2(n; p) = �p(�� e~bn)avec ~b = b2(1� (a + b)(1 + !2)) + (b1 + b2)�ab(1 + !2)2 + (r1)2 + (r2)22 �Finalement, la dynamique globale est donn�ee par le syst�eme suivant :(III:55) 8><>: dndt = G1(n; p)dpdt = G2(n; p)On constate que les param�etres de la dynamique rapide apparaissent dans les �equations(III.55). Ceci signi�e, comme dans le cas d'un �equilibre rapide ([AP]), que la m�ethodepermet de voir comment les propri�et�es du comportement individuel �emergent au niveaupopulationnel. Si les param�etres qui apparaissent dans les taux de passage, donn�es par(III.49), sont des constantes, alors le mod�ele (III.55) est un mod�ele de Lotka-Volterra (nonstructurellement stable). Si ces param�etres d�ependent des densit�es globales, alors on peutencore appliquer la m�ethode, et on obtient un champ non topologiquement �equivalent auchamp de Lotka-Volterra.Si on discr�etise la dynamique d�e�nie par le champ de vecteurs donn�e par (III.55),selon le proc�ed�e d�ecrit au premier chapitre, on obtient un di��eomorphisme F , qui estune perturbation du di��eomorphisme que l'on aurait obtenu par la m�ethode de la vari�et�ecentrale (voir premier chapitre). Si F est structurellement stable, la dynamique (III.55) estvalable sans limitation de dur�ee. Sinon la validit�e est e�ective pendant un temps � << 1" .Dans notre exemple, si les param�etres de la dynamique rapide d�ependent des densit�esglobales, alors on peut esp�erer obtenir un champ (III.55) structurellement stable, puisque81



les champs structurellement stables sur le plan constituent un ouvert dense dans l'espacedes champs de vecteurs sur le plan. En outre, on observe �a nouveau l'�emergence despropri�et�es de la dynamique rapide au niveau des populations.En�n, on a suppos�e au d�ebut de ce travail, que pour chaque valeur des variables lentes,et pour " = 0, les variables rapides tendent vers un cycle limite hyperboliquement stable.Supposons maintenant que cette hypoth�ese soit vraie, mais seulement sur un compact del'espace des variables lentes, et que sur le bord de ce compact, il y ait une valeur de (n; p)pour laquelle le cycle perd sa stabilit�e ([Ne]). Les trajectoires qui, avant que (n; p) nesorte du compact, allait sur l'orbite p�eriodique, peuvent maintenant se diriger sur un autreattracteur. Ceci signi�e que les individus ont un comportement compl�etement di��erent decelui qu'ils avaient avant. Autrement dit, les individus ont un comportement qui engendreune dynamique globale. Celle-ci, de par son �evolution, peut �egalement contraindre lesindividus �a modi�er leur comportement en fonction des densit�es globales. Les mod�eles dutype (I.1), trait�es comme dans ([AP], [AR]) ou comme dans ce travail permettent donc demettre en �evidence un ph�enom�ene d'�emergence-immergence.ConclusionNous proposons dans cette th�ese, des m�ethodes permettant d'�ecrire des mod�eles de dy-namique de population en tenant compte du comportement individuel et de l'h�et�erog�en�eit�espatiale. Ces m�ethodes, d�ecrites dans le premier chapitre, sont utilis�ees dans les deuxchapitres suivants. Le deuxi�eme chapitre montre que lorsque l'on consid�ere un mod�eled�eg�en�er�e comme celui de Lotka-Volterra sur plusieurs milieux homog�enes, et que l'on intro-duit des migrations al�eatoires entre ceux-ci, la d�eg�en�erescence disparâ�t. Dans le troisi�emechapitre, on montre analytiquement sur des exemples, comment les migrations entre dif-f�erents milieux interviennent dans la dynamique globale de la population. Nous traitonsle cas de la croissance d'une population isol�ee, de la comp�etition entre deux esp�eces et dela pr�edation.Il faut remarquer que les m�ethodes que nous proposons ne fonctionnent que dans lecas o�u la dynamique de migration est plus rapide que celle de croissance. En g�en�eral, lesm�ethodes de r�eduction que l'on propose fonctionnent pour des syst�emes ayant au moinsdeux �echelles de temps. D'apr�es des simulations sur ordinateur, un rapport de un dixi�emeentre les �echelles de temps donne d�eja des r�esultats int�eressants. Il serait int�eressant ded�eterminer analytiquement la valeur maximale de ce rapport entre les �echelles de tempspour laquelle les m�ethodes d'agr�egation seraient valides.Dans le cas de plus de deux �echelles de temps, on applique les m�ethodes de mani�ere82



it�erative, en v�eri�ant que les hypoth�eses sont satisfaites �a chaque �etape. En ce qui concerneles m�ethodes proprement dites, il serait int�eressant de les appliquer maintenant �a despeuplements. Ceci n�ecessite l'existence d'une int�egrale premi�ere �a courte �echelle de temps.Un bon candidat pour cette int�egrale premi�ere est peut-être la biomasse, si l'on admetque cette grandeur est constante pour une certaine �echelle de temps. Par ailleurs, ilexiste d'autres types d'attracteurs que ceux que nous avons trait�es, comme les attracteurs�etranges par exemple. La r�ealisation de m�ethodes de r�eduction dans ces cas est alorsplus di�cile. Il est indispensable de connâ�tre la validit�e exp�erimentale de nos r�esultatsth�eoriques avant d'envisager des situations plus complexes.Revenons aux r�esultats �enum�er�es au troisi�eme chapitre. On part g�en�eralement d'unmod�ele local fond�e sur la loi d'action de masse. On introduit des migrations spatialesrapides ou bien des changements rapides de comportements. On obtient une dynamiqueglobale �a long terme qui n'est g�en�eralement pas du même type que les dynamiques lenteslocales. Nous avons essay�e de retrouver certains mod�eles classiques �a partir d'exemples demigrations. Dans ce but, nous avons parfois propos�e des taux de passage qui ne d�ependentque des densit�es globales. Ceci est �evidemment discutable : nous ne l'avons fait que parsouci de simplicit�e. Il serait int�eressant �a partir de l�a, de travailler sur des exemples de mi-grations exp�erimentales. Des taux de migrations donn�es exp�erimentalement conduiraient�a un mod�ele global unique.Nous esp�erons que ces m�ethodes permettent de construire des mod�eles de dynamiquede populations �a partir de la dynamique des individus, au moins dans le cas o�u ceux-ci ontdes migrations rapides par rapport �a la dynamique de leur population; elles permettraientd'�elaborer des mod�eles fond�es davantage sur une connaissance locale que sur des argumentsph�enom�enologiques.Comme nous l'avons constat�e �a plusieurs reprises, la dynamique individuelle induitdes propri�et�es nouvelles dans la dynamique de population. R�eciproquement, cette dy-namique de population a une in
uence sur les comportements individuels. Il est �egalementint�eressant de comprendre comment ces immergences de propri�et�es agissent �a leur tour surla dynamique globale. Nous esp�erons que les travaux de Neischtadt ([Ne]) sur le retard �ala bifurcation apporteront un premier �el�ement de r�eponse �a ce probl�eme.� REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES83
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