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INTRODUCTION

C’est en 1798 qu’apparut le premier travail théorique définitif de la dynamique des
populations avec “Essay on the Principle of Population”, de Thomas Malthus ([Be]). Qua-
rante ans plus tard, Verhulst en tire le premier modele mathématique que 'on nomme

habituellement équation logistique :

dN N
N aN(1 = —
a ( K)
ou N désigne la densité de biomasse de la population étudiée, a est le taux de reproduction

et I est la capacité limite de 'environnement.

Actuellement, on trouve de nombreux modeles pour décrire la croissance d’une po-
pulation ou l'interaction entre plusieurs populations ([EK],[M],[Mu]). Un exemple bien
connu est le modele de Lotka et Volterra (1925-1928). Les auteurs étudient 'interaction
entre deux populations, I'une de proies et 'autre de prédateurs. Ils reprennent l'idée qui
a guidé Verhulst dans 1’équation logistique : lorsque deux individus se rencontrent, ils
réagissent. Dans le modele de croissance logistique, la réaction est de type compétition,
dans le modele de Lotka-Volterra, elle est de type prédation. Ce dernier modele donne
d’ailleurs quelques résultats en chimie ou deux molécules qui se rencontrent réagissent
de facon quasi-systématique. Cependant, lorsque l'entité que 1'on considere est un étre
vivant, la réaction attendue au cours de la rencontre n’est pas toujours la méme. En outre,
en chimie, lors de 1'étude d’une réaction, les molécules sont généralement placées dans
un milieu homogene, par exemple en solution. Mais un milieu écologique est clairement
hétérogene. Cette hétérogénéité est un facteur essentiel qui nuit a la validité des modeles

cités précédemment.

On trouve actuellement dans les publications sur la dynamique des populations, des
modeles qui prennent en compte cette hétérogénéité du milieu. Dans [I] par exemple,
Ives introduit des sous-milieux et des migrations entre ceux-ci. Un inconvénient de ce

genre de modeles est que le nombre de parametres et de variables augmente beaucoup.
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Les modeles que 'on doit étudier sont donc complexes. Face a ces modeles, qui con-
tiennent alors une grande quantité de variables couplées dans des équations différentielles
généralement non linéaires, 1’étude analytique est rendue impossible et 1'utilisation de
l'ordinateur ne suffit pas toujours. Il est alors nécessaire de mettre au point des méthodes
qui permettent de réduire ces systemes. En fait, parmi cet “amas” de variables, souvent,
seules quelques-unes présentent un intérét parce qu’elles caractérisent 1’état complet du
systeme : on les appelle des variables globales. Les méthodes de réduction, appelées alors
méthodes d’agrégation de variables, doivent permettre de donner des systemes plus simples
qui donnent la dynamique de ces variables globales. Plusieurs auteurs ([GCN], [GNC],
[IAL], [ILA], [L]) ont proposé des méthodes d’agrégation de variables. Par exemple, Iwasa
et coll. dans [IAL], proposent des méthodes d’agrégation parfaite. Ils font des hypotheses
de dépendance entre les variables initiales, de sorte que le modele initial se simplifie. Ils
proposent des applications en écologie, mais les hypotheses émises sur le modele initial sont
souvent trop fortes pour étre réalisables. Ces auteurs, dans [ILA], proposent également des
méthodes d’agrégation approchées. Dans [G], Gard propose une méthode dans le cadre

des modeles stochastiques.

Le choix des variables globales est souvent associé a une structure hiérarchique du
systeme que l'on étudie. Un systeme hiérarchique est un systeme qui se subdivise en sous-
systemes correspondant a des niveaux d’organisation différents. L’individu, la population
et le peuplement sont des exemples de différents niveaux au sein d’un écosysteme. Les
systemes hiérarchiques ont été décrits par plusieurs auteurs, en biologie en particulier
(voir [Aull,..., [Aud], [AS], [W]). IIs présentent un intérét du point de vue de 'agrégation
de variables. En effet, la structure hiérarchique est généralement accompagnée d'un jeu de
différentes échelles de temps. Par exemple, les interactions microscopiques dans un systeme
thermodynamique sont plus fortes que les interactions macroscopiques. Par analogie, on
peut considérer une dynamique au niveau des individus plus rapide que la dynamique
au niveau des populations. Ce sont ces différences d’échelle de temps, associées a des
techniques mathématiques telles que les théoremes de variétés invariantes ([HPS]), qui
permettent sous des hypotheses adéquates, la réduction des systemes initiaux. Auger et
Roussarie, dans [AR], décrivent une méthode d’agrégation de variables. Cette méthode,
utilise la structure hiérarchique des systemes qu’ils étudient, ainsi que les différentes échelles

de temps.

La prise en compte de I’hétérogénéité spatiale, temporelle et des comportements per-
met de mettre en évidence et de comprendre les mécanismes de la dynamique globale

du systeme. A l'aide d’une étude analytique du systeme complet, par l'intermédiaire du
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modele réduit, on doit voir émerger dans ce dernier les propriétés dues a 1’hétérogénéité.
Ce type d’approche peut permettre de comprendre la croissance d’'une population isolée,

I'interaction entre plusieurs populations ou la dynamique engendrée par ces interactions.

Dans ce travail, on propose une généralisation de la méthode décrite dans [AR].
L’utilisation de cette méthode est simple en général, mais il y a quelques cas plus dif-
ficiles. On les décrit et on en étudie un plus en détail. Enfin, cette méthode permet de
faire émerger les propriétés de ’hétérogénéité dans les modeles globaux. Ce sont ces pro-
priétés que 'on étudie dans divers types de problemes de dynamique des populations : la

croissance, la compétition et la prédation.

La réduction

La méthode de réduction décrite dans [AR], est fondée sur un théoreme de variété
centrale. Le fait qu’il y ait différentes échelles de temps en jeu a pour conséquence que
certaines variables sont lentes, d’autres sont rapides. Si les variables rapides convergent
rapidement vers un attracteur, modulo des termes lents, alors on peut espérer obtenir une
réduction ou les variables globales seront les variables lentes. Le choix des variables globales
est facilité par le fait que les modeles que 1'on considere ont des intégrales premieres pour
la dynamique rapide. Ces intégrales premieres constituent de bons candidats pour devenir

les variables globales, qui sont donc lentes.

Dans [AR], les auteurs supposent que la dynamique rapide converge rapidement vers
un équilibre, et que cet équilibre ne dépend pas des variables lentes. Ils en déduisent que
la dynamique globale est une perturbation d’une dynamique topologiquement équivalente

a la dynamique lente.

On montre que le raisonnement qu’ils utilisent fonctionne encore si 1’équilibre rapide
dépend des variables lentes. L’intérét de ceci est que la dynamique que 'on obtient apres
réduction n’est plus une perturbation d’'une dynamique topologiquement équivalente a la

dynamique lente : il y a émergence de propriétés du niveau rapide au niveau lent.

D’autre part, 'attracteur de la dynamique rapide peut étre plus compliqué qu’'un
équilibre. Nous étudions le cas ou l'attracteur est un cycle limite. Nous donnons alors
une méthode de réduction lorsque la dynamique rapide oscille. On montre que 'on peut
supposer que le cycle limite dépend des variables lentes. Si on considere un systeme
écologique, les oscillations rapides peuvent étre provoquées par un phénomene extérieur au

systeme : la périodicité journaliere du soleil par exemple. Ceci se traduit par le fait que le
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modele est donné par un systéeme non autonome, c’est-a-dire qui dépend explicitement du
temps. Nous donnons des hypotheses suffisantes pour que la méthode fonctionne avec des
systemes non autonomes : ces hypotheses consistent simplement a supposer que le cycle

limite est fortement attractant, dans un sens que 'on précise.
Les effets de I’hétérogénéité

De nombreux auteurs ont montré que ’hétérogénéité du milieu ne peut pas étre évitée,
et qu’elle doit étre prise en compte dans les modeles. En particulier, dans [B], Barbault
explique la théorie de la compétition en conditions homogenes. Ensuite, il donne quelques
exemples ou cette théorie ne suffit plus a expliquer comment un grand nombre d’especes

en compétition peuvent coexister.

Nous montrons sur des exemples tres simples, en utilisant notre modele, comment
la prise en compte de I'hétérogénéité peut conduire a la coexistence de deux especes en
compétition, alors que toutes les conditions sont réunies pour que la premiere des deux
especes disparaisse. Ceci met en évidence un fait maintenant bien connu : I’hétérogénéité

spatiale est un facteur de stabilité.

Si on étudie les changements de comportements d’un individu, ses changements d’ac-
tivité, ses déplacements a travers des milieux aux caractéristiques différentes, on met en
évidence qu’elle en est 'influence sur la croissance et sur les interactions de 'espece avec
son milieu. Par exemple, le fait qu'un prédateur affamé chasse plus qu’'un prédateur repus,
entraine que la réponse fonctionnelle du systeme prédateurs-proies dont ils font partie
n’est plus une réponse de type Lotka-Volterra. Elle n’est pas proportionnelle au nombre
de proies : on voit apparaitre un terme de saturation. On obtient cette transformation du

modele grace a I’émergence de propriétés de la dynamique rapide dans la dynamique lente.
Problémes ouverts

Nous donnons dans ce travail des applications de nos méthodes de réduction a I’étude
de la croissance de populations, ou bien a celle de 'interaction entre plusieurs populations.
Il serait intéressant de pouvoir généraliser le procédé a 1’étude de peuplements, voire d'un
écosysteme. La question qu’il reste a élucider est, dans un premier temps, de trouver une

. , o . ’ s N
intégrale premiere au niveau du peuplement ou de ’écosysteme.

Nous avons signalé que notre modele permettait de faire émerger des propriétés d’'un

certain niveau, au niveau supérieur dans la structure hiérarchique. Ceci provient du fait
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que Dattracteur de la dynamique rapide dépend des variables lentes, et lorsqu’on réduit le
systeme initial, on remplace les variables rapides par des grandeurs qui ne dépendent que
de l'attracteur, donc éventuellement des variables lentes. Il est alors naturel de supposer
que 'attracteur, qui dépend de variables lentes, se modifie lentement au cours du temps,
et qu’il finisse par changer d’état (passage d’un attracteur a un répulseur par exemple).
En d’autres termes, la propriété d’émergence est naturellement accompagnée d’une pro-
prié¢té d’immergence. Dans [Ne], 'auteur donne des théoreémes qui pourrait permettre dans

certains cas de décrire ces propriétés d’immergence.

Plan du travail

Cette these est composée de trois chapitres. La réduction des systemes que 'on pro-
pose est fondée sur des théoremes et techniques de la Théorie des perturbations ([Ar], [H],
[Ho], [N]). Dans le premier chapitre, nous présentons le modele général sur lequel nous
travaillons dans toute la these. Nous le mettons sous une forme appropriée a I’application
des théoremes. Ensuite nous le réduisons dans deux cas : si la dynamique rapide converge
vers un équilibre, et si cette dynamique converge vers un cycle limite. Dans ce dernier cas,
on propose deux méthodes. La premiere est une application d’un théoreme de moyennisa-
tion : elle permet d’obtenir une dynamique réduite continue, mais elle présente le défaut de
n’étre a priori valable que pendant une durée limitée. L’autre méthode est fondée sur un
théoreme de variété centrale de difféomorphismes. On applique ce théoreme & ’application
retour de Poincaré ([P], [W]) du systeme, qui est définie dans un voisinage du cycle limite
de la dynamique rapide. Cette méthode donne une dynamique réduite qui approxime la
dynamique globale sans limitation de durée. En contre partie, c’est une dynamique dis-
crete, done plus difficile a étudier que la dynamique continue obtenue par moyennisation
en général. C’est pourquoi nous montrons que la discrétisation de la dynamique obtenue
par moyennisation est une perturbation de la dynamique obtenue avec le théoreme de
réduction a la variété centrale. On en conclut que si cette derniere est structurellement
stable, alors la dynamique obtenue par moyennisation est valable sans limitation de durée.
Enfin, on propose deux exemples de dynamique rapide : une dynamique de migrations, et

une dynamique de comportements.

Dans le deuxieme chapitre, nous appliquons la méthode de réduction dans le cas d’un
équilibre de la dynamique rapide a un modele de prédation, dont la dynamique lente est de
type Lotka-Volterra. Le modele obtenu sur la variété centrale est une perturbation d’un

systeme non structurellement stable ([PS],[T]). Nous donnons donc son développement
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afin de supprimer cette dégénérescence. On montre alors comment une bifurcation de Hopf
apparait dans la dynamique globale, lorsque les parametres de la dynamique rapide varient.
En termes écologiques, on met en évidence 'influence de la dynamique de comportement
des individus sur la dynamique globale des populations. En fait, on choisit un chemin
dans 'espace des parametres de la dynamique rapide (celle des comportements), et on
montre que lorsqu’on suit ce chemin, la dynamique globale subit une bifurcation de Hopf
sous-critique ([MMC]) : les densités convergent initialement vers un équilibre stable, et

brusquement se mettent a osciller autour de cet équilibre avec une amplitude bornée.

Le troisieme chapitre est consacré aux applications des méthodes décrites dans le
premier chapitre. On met 'accent sur 'influence de ’hétérogénéité du milieu. On montre
comment ce facteur permet d’obtenir simplement les modeles classiques de croissance ou
d’interaction (compétition et prédation), a partir de la loi d’action de masse appliquée aux
classes quasi-homogenes de population. On suppose existence de divers types de milieux,
avec des migrations, et on essaie d’expliquer quels doivent étre ces migrations pour obtenir
un type de modele donné. On montre également que si l'on connait les migrations (par
des mesures par exemple), on obtient un modele unique. Enfin, on donne un exemple ou

la dynamique rapide converge vers un cycle limite ([MC]).

ax

CHAPITRE 1
METHODES D’AGREGATION

On donne dans ce chapitre deux méthodes d’agrégation de variables, chacune corres-
pondant a un cas différent. Les systemes hiérarchiques que 1’on considere ont des échelles
de temps différentes pour chacun de leurs niveaux. On étudie le cas ou il y a deux niveaux,
et par conséquent deux échelles de temps, I'une rapide, I'autre lente. La dynamique rapide
peut étre tres complexe, mais on suppose dans ce travail, soit qu’elle possede un équilibre,
soit qu’elle oscille. On propose une méthode pour chacun des deux cas. La premiere
méthode est fondée sur un théoreme de variété centrale, la deuxieme méthode est une
combinaison de moyennisation et de variété centrale. Ces théoremes et techniques sont

ceux de la Théorie des perturbations. Par conséquent, apres avoir fixé les notations et
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donné une forme générale du modele que 'on propose dans cette these, nous mettons ce
dernier sous une forme adaptée a la Théorie des perturbations. Cette forme est appelée

modéle en fréquences.
I.1 Définitions et notations

Etant donné un ensemble de plusieurs populations, appelé systéme, on subdivise
chaque population en sous-populations appelées états. Chaque état correspond par ex-
emple & un site dans 'espace, ou bien a une activité, a un type de comportement. Ainsi,
cette subdivision nous permet de prendre en compte 'hétérogénéité du milieu et/ou des
comportements.

On note n® la densité globale de la population a, ou a € [1,- -+, A], si A est le nombre
de populations. On dit que n® est une variable globale. Soit N® le nombre d’états de la
population «, on note n¢, la densité de 1’état ¢ de la population «. On dit que n{* est une
variable d’état. Ces deux types de variables étant des densités, ce sont des nombres réels
positifs ou nuls. On note n®, le vecteur dont les composantes sont les densités des états

de la population o. Enfin, on note @, le vecteur (nj,---,nk.,- - ongt - ,nﬁA) et n le

vecteur (n!,---n?).

La dynamique des états, donnée par la dérivée des variables d’états, est supposée
rapide par rapport a la dynamique des populations, donnée par la dérivée des variables
globales. Ceci signifie que 'on suppose que les migrations, c’est-a-dire les changements
de milieux, ou d’activités, se font rapidement par rapport a la croissance globale des
populations, et a 'effet des interactions entre celles-ci. Autrement dit, il y a un facteur
d’échelle de temps que l'on note R.

En utilisant ces notations, on propose alors un modele sous une forme assez générale,

qui est la suivante :

(Il) dt = sz (nvn)—l_ZFi 6(n 7n6)
BFa
ou R >> 1 et les fonctions f et Fiaﬂ sont C* pour tout ¢ dans [1,---, N] et pour

tout a dans [1,---, A]. L’hypothese d’infinie différentiabilité n’est pas une hypothese trop
forte dans le sens ou la plupart des modeles classiques la vérifient.
Le membre de droite de (I.1) se décompose en deux termes, I'un est rapide (celui ol

R est en facteur), l'autre est lent. De plus, on fait I'hypothese suivante :
NOL

(12) Va € [17"'7"4‘]7 Zfia(nvﬁ):()
=1
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Cette hypothese signifie que si on oublie le terme lent, les variables globales sont cons-
tantes. En effet, la dérivée de n® par rapport a t est la somme des dérivées des n{', et dans
cette somme, d’apres (1.2), la partie rapide disparait, donc les variables globales sont lentes.
Autrement dit, pendant une courte période par rapport aux croissances de populations et
aux effets des interactions entre ces dernieres, leurs densités globales respectives restent
les mémes. C’est pourquoi nous dirons que la partie rapide est une dynamique nterne :
elle ne modifie pas la densité des populations, mais simplement celle des sous-populations.
Par opposition, le second terme donne la dynamique externe : c’est celle qui contient les
informations concernant les interactions entre les différentes populations et qui montre

comment varie la densité globale d'une population en fonction des densités des autres.
I.2 Le modéele en fréquences

Dans ce paragraphe, nous donnons une autre forme du modele (1.1), qui lui est équiva-
lente, mais qui est mieux adaptée a la Théorie des perturbations. Ce modele en fréquences
est obtenu du modele (I.1) simplement par un changement de variables.

Considérons les variables uj = Z—Z qui sont définies pour n® > 0. Si n® # 0, on a

évidemment le systeme suivant :

dn® B dn$
duf B i(dn? adna)
bt onedat

En remplacant les dérivées des densités d’états par rapport au temps ¢ par leur expres-
sion (I.1) dans le systeme (1.5), en remplacant les variables n$ par les expressions uf'n®,

et en utilisant les relations (I1.3), on obtient alors le systéme suivant :

(1.4)

duf 1 1 N
dtz — Rn_afia(n7ﬁ) + n_a (Fiaﬁ(nCY,nﬁ)—u?ZF]qﬁ(nCY’nﬁ))
BFo =1
avec fia(n7ﬁ) = fia(nl'u%v"'vnl'u}\flv"'vnA uf?‘ 7nA'u;3A7n)
= ﬁq(U%,---,UﬁA,n)
et F'(n%n®) = FP0(nend uf, )

ou les fonctions fia et Fiaﬂ sont C°°.
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Remarquons de plus que si pour un certain ag, n®° = 0, alors n° = 0 pour tout ¢
0, ) ;

entre 1 et N*°. Les fréquences ne sont alors pas définies a priori. Dans ce cas la dynamique
ap
13

dt

gouvernant cette population est triviale : = 0 pour tout ;. Du fait que R >> 1,1l

est clair que si f°(n,n) # 0, alors :

R‘fiao(ﬁ)‘ >> ‘ Z Fiaoﬂ(nao,nﬁ)‘
BFao

Ainsi Iégalité n®0 = 0 implique le systeme suivant :

fiao(n17...7nao—1707na0+17...7nz47ﬁ) = 0 i€ [17‘”7Na0]
1.
( 5) Z Fiaoﬂ(07nﬁ) - 0
BF#ao

Ces hypotheses ajoutées a celle de continue différentiabilité des fonctions f* et Fiaﬂ

nous permettent d’écrire, pour tout (n,n) :

lafa

o —N\ o 7 1 a—1 o o a+1 A —

fi (n7n)_ E n]/o anq(nlv"'vn]\m—lvtnl7"'7tnNa7n1 ) "7nNA7n)dt
J

On note par Z](n n) les intégrales de l'expression précédente. En procédant de la

meéme facon avec les fonctions F', on obtient le systeme suivant :

NOL
fia(n7 ﬁ) = Zn? ) ic;(n7 ﬁ)
Jj=1

NP
Z Fiaﬁ(na,nﬁ) = Z Zn?Ff;ﬂ(na,nﬁ)

f#a B#a j=1

(1.6)

@

iy
s 7 N .

coordonnées en fréquences, ce qui donne le systeme suivant :

ou les fonctions et F % sont C*. Le systeme (1.6) peut alors étre écrit dans les

Ne
fi(n,n) = nazu? ?}(u%v"'vuﬁf‘vn)
=1
= n" ;O‘(u%,---,uﬁf;,n)
(1.7)
ZFiaﬁ(navnﬂ) = n ZZUQFQﬁ ﬁu?f"?u%avulﬁ?'”’u]’ifﬁ)
B#a B#a j=1
- naZFiaﬁ(navnﬁvu?v'"7“?\7%“?7'”7u]€7/3)
a
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D’autre part, nous considérons un autre temps, 7, défini part = e-7oune = — << 1.

On est alors en mesure de donner un modele équivalent au modele (I1.1), dans les nouvelles

coordonnées.
du?® ~ A
dTZ - fia(uiv"'quAvn)
_|_€ZFiaﬁ(na7nﬁ7u?7...7u%a7uf7...7u@5)
B7a
(18) aNa ol oo B« o 8 B
—E&u; ZZF] (n , 1 7u17"'7uN0<7u17"'7uN,6)
J=1 B#a
dn® < F0 8 8 8
a
dT = gnaZZFZ (na7nﬁ7u?7,,.7u%a7u17---7u]\75)
=1 fFa
A

Ce systeme contient A + Z N équations, soit A équations de plus que le systeme
a=1
(I.1). Cette augmentation du nombre d’équations provient du fait que pour tout «a, on a

Iégalité :

Na
a
=1

De cette derniere égalité, qui est valable pour toute valeur de o dans [1,---, A], on

peut déduire les fréquences u%;. des autres, ce qui donne les égalités suivantes.

N®—1
(1.9) Ufa =1— > uf
=1
Ceci signifie que la connaissance de N® — 1 fréquences suffit pour les connaitre toutes.

Par conséquent, pour chaque «, on peut oublier une équation dans (I.8) sans perdre
A

d’information. On obtient un systeme a Z N® équations, en supprimant par exemple
a=1

«

uNa

les équations donnant et en remplacant dans les autres équations les variables u%a

-
par leur expression (1.9). On pose :

A

By=) (N —1)
a=1

ky=A
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Afin de simplifier les expressions, on désigne par u® le vecteur (uf,---,ula_,). Le
systeme obtenu est celui que nous utilisons dans les prochains paragraphes; il s’écrit de la

maniére suivante :

du
d_Tz _ i?(u17...7u147n)+€Z£?ﬁ(na7nﬁ7ua7uﬁ)
o
Na
—eud Z Z E?ﬁ(na,nﬁ, u®,u’)
=1 f#a
(L.10)
dn® il
= 5-naZZE?ﬁ(na,nﬁ,ua,uﬂ)
=1 f#a
de
0
dr
ol ¢ varie maintenant entre 1 et (N — 1) pour tout o € [1,---, A]. Ce systeme définit

un champ de vecteurs X, C*>, sur IR* x IR*> x IR.
1.3 Equilibre rapide

Lorsque ¢ est nul dans le systeme (1.10), les variables globales sont constantes, et sont
donc des parametres pour le systeme (I.10) restreint & I'espace IR*¥ des fréquences. En
d’autres termes, étant données des densités globales n®, alors IRF* x {(n',---,n?)} x {0}
est invariant par le champ défini par (1.10), c’est-a-dire que X est alors une famille de
champs de vecteurs sur IR¥', avec n € IR*? pour parametre. On peut alors parler de
maftrice jacobienne de la partie rapide puisque 'application de composantes i? est dans ce
cas une application & parametres, de IR¥ dans lui-méme. Par conséquent, on peut parler
de matrice jacobienne pour la partie rapide de (1.10) restreinte & cet espace invariant.

Dans ce paragraphe, on suppose que la partie rapide, obtenue lorsque ¢ est nul dans
le systeme (1.10), admet un équilibre hyperbolique stable, autrement dit que la matrice
jacobienne de la partie rapide au point d’équilibre n’a que des valeurs propres de par-
ties réelles strictement négatives. Ceci signifie que les densités des états varient tres vite
Jusqu’a un équilibre, pour lequel méme si les migrations continuent de maniere rapide, la
proportion dans chaque état est presque constante. L’idée de la méthode que ’on propose,
est la suivante : si les proportions sont quasiment constantes, alors on peut supposer que
les variables u$ sont des constantes dans les équations lentes du systeme (1.10), la valeur
de ces constantes est obtenue en cherchant 1’équilibre de la partie rapide. On obtient de

cette maniere une approximation de la dynamique des variables globales. Un probleme
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important reste posé : les variables d’états ne sont pas réellement des constantes et con-
tinuent de varier lentement, par conséquent notre approximation n’est a priori valable que
pendant une durée limitée, et que I’on ne connait pas.

Dans ce paragraphe, nous formalisons ce raisonnement heuristique & ’aide d’un théo-
reme de variété centrale que nous rappelons. Ce formalisme nous permettra de voir combien
de temps notre approximation est valable. Dans le chapitre II, nous verrons en particulier
comment la méthode nous permet d’avoir une bonne approximation aussi longtemps que
I'on veut, méme dans les cas “défavorables”.

La version du théoreme de variété centrale que nous utilisons est due a Fénichel. Avant
de I"énoncer, nous faisons un bref rappel d’algebre linéaire.

Soit X un champ de vecteur sur RY ot N = k; + ks + 1, de classe C*°. On suppose
que M = {0} x IR*2 x {0} est un ensemble de points d’équilibre de X. Pour tout n dans
IR*2| on note DX (n) la partie linéaire de X en (0,n,0) € M. On suppose que DX (n)
possede ky valeurs propres de parties réelles strictement négatives, et que 0 est une valeur
propre de multiplicité k2 + 1. En tout point (0,n,0) € M, il existe une décomposition
de RN sous la forme E3 x E¢, E? est appelé espace stable et E¢ est I'espace central, et
dim(E?) = k1, dim(ES) = k2 + 1. Toute les valeurs propres de la restriction de DX (n)
a I’espace stable ont une partie réelle strictement négative. En utilisant ces hypotheses et

ces notations, on peut énoncer le théoreme de variété centrale sous la forme suivante ([C],

[F], [HPS], [K]) -

Théoréme 1.3.1 Pout tout compact A C IR*?, et pour tout entier naturel K, il existe un
réel strictement positif co et une application h de classe C™ définie de A\ x [—co,c0] dans
IR*, dont le graphe est noté W, tels que :

i ) h(n,0)=0.

i ) W est tangent ¢ E¢ en tout point de M.

i) W est invariante sous 'action de X.

L’invariance de W sous l'action de X signifie qu’en tout point (u,n,e) € W le champ
X est tangent a W.
Nous allons montrer maintenant comment appliquer ce théoréeme au systeme (1.10)

qui définit un champ de vecteur C*°. On suppose que la partie rapide de (1.10) a un

équilibre noté U = (U, ..., UA). Cet équilibre est solution du systeme suivant :
i?(anlv"'vUA) = 0
(I.11) n = Cte
e = 0
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Il est clair que la solution U de ce systéme dépend des valeurs de (n!,---,n?) = n,
c’est-a-dire que U = U (n). Le théoreme des fonctions implicites nous permet de dire
que les U? dépendent de n de maniere C*°. On introduit alors les fréquences relatives.

Elles sont définies par :
(I1.12) u =ud =U2.

Ces fréquences relatives donnent un systeme de coordonnés dans lequel le systeme
(I.10) se met sous une forme adaptée au théoreme. En effet, 'équilibre de la partie rapide
est atteint pour des fréquences relatives nulles. Or lespace des fréquences relatives est
Iespace IR*1 du théoréme, I'espace des variables globales est I'espace IR*? du théoréme.

De I"équation (1.12) découle évidemment 'expression de la variation des fréquences
relatives en fonction de celles des fréquences et des fréquences d’équilibre.

Cette expression est la suivante :
du$ duy dU?

(L.13) dr - dr  dr

On a remarqué précédemment que U est une fonction de n, ce qui entraine que les
fréquences d’équilibre sont des fonctions de la variable 7, par composition. En utilisant la
formule de dérivation d'une composée, on déduit 'expression des dérivées des fréquences

d’équilibre par rapport a 7 :

e z"‘:aw dn®
dr = ond dr
(1.14) o -
— ZZZ J ’F‘w(n n® a4+ U° v’ 4+ UP)
6=1 j=1 B#6

Dans les systemes, on écrit U pour U%(n), mais les fréquences d’équilibres sont des
fonctions et non des variables, c’est pourquoi dans les systemes qui suivent, on n’écrit
pas les équations donnant les dérivées de ces fréquences d’équilibres en fonction de 7
Cependant, nous exprimons les équations en explicitant les fréquences d’équilibre dans les
expressions pour mettre en évidence le fait que la dynamique interne joue un role, méme
si elle arrive tres vite a un équilibre.

On considere alors le champ définit par le systeme (I.10) dans le systeme de coor-

1

données (1i,n,¢) ou @ désigne le vecteur (ii',---,@*). On obtient finalement un systéme

toujours équivalent au systeme initial (I.1), en remplagant dans (1.10) la variation de u$
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par son expression (1.13), et la variation de U par son expression (I1.14), ce qui donne :

du®
ul — fa(n7ﬁ1—|_U17,ﬁA‘|‘UA)
dr =i
+e Y FP(n® 0’ 0"+ U 0’ +U’)
f#a
NOL
—5ufzZE;ﬁ(na,nﬁ,ﬁa—l—Ua,ﬁﬁ—l—Uﬁ)
J=1 B#a
A N?
(I1.15) . ZZZ 59 zFéﬁn 08w+ Ul el 1 U
6=1 j=1 B#6
dn® N7
o L Q af a B =« a =f3 B
7 —5nZZEi (n%,n”,u® +U% u” + U”)
1=1 f#a
de
- =0
dr

On peut simplifier 'expression de (1.15), en utilisant les notations suivantes : on
désigne par f I'application de IR*? x IR*' dans IR*", dont les composantes sont les fonctions

i?; on désigne par g les fonctions définies par :

Na
(@) =n" Y 3 F @m0’ w4+ U’ 4 UY)
=1 B#a

et par g Papplication de IR*? x IRF* dans IR*2, dont les composantes sont les ¢®. Enfin

on désigne par F les fonctions définies par :

Fia(fl,n) — ZE?ﬁ(na7nﬂ,ﬁa—|—Ua7ﬁﬁ+Uﬁ)
BFa

NOL
—u?ZZE?ﬁ(na,nﬂ,ﬁa—I—Ua,ﬁﬁ—l—Uﬁ)
=1 3a

A N° U
—ZZZn5 ’Féﬂ(n n? ﬁ‘;—I—U‘;,ﬁﬁ—l—Uﬁ)
6=1j=1 B#£4

et par F Dapplication de IR*? x IR** dans IR*', dont les composantes sont les F¥.
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ax

Avec ces notations, le systeme (1.15) s’écrit sous la forme condensée suivante :

M fan,U)+<F(un,U)
dr
d
(116) d_:_l = &~ g(ﬁv n, U)
de
e =Y

Nous allons vérifier maintenant, que le champ de vecteurs X, défini par le systeme (1.16)
satisfait aux hypotheses du théoreme 1.3.1. Tout d’abord, par construction du modele, et
comme les changements de variables effectués sont C*>, X est C*°. D’autre part, ’ensemble
M = {(u,n,c} € R*"* x R*> x IR ; u=0,e = 0} est un ensemble de points singuliers de
X, par construction. La partie linéaire de X en un point de M, notée DX (n), s’écrit sous

la forme matricielle suivante :

.. 9% (0,n) --- %
ou’
DX(m) = \ . "
0 0 =
0 0 0

Comme nous avons supposé que la partie rapide a un équilibre hyperbolique stable,
il est clair que la matrice de DX (n) a k; valeurs propres de parties réelles strictement
négatives, et que la valeur propre 0 est de multiplicité ks + 1. On peut donc appliquer le
théoreme 1.3.1. : soit un compact A de IR*2, pour € assez petit, il existe une application h
de A dans IR*, dont les composantes sont notées he, 1 € [1,---,N®], a € [1,---, A] telle
que :
uit = hi(n,e)

=c-wii(n) + O(?)

On note w(n) le coefficient de &' dans le développement en £ de h%(n,s). Nous
montrons plus loin comment calculer ces coefficients. Pour une condition initiale dans
R* x IR*» x {c}, la trajectoire solution du systeme (I.16) partant de cette condition
initiale est tres vite e—proche de la trajectoire issue de la projection de la méme condition

initiale sur {0} x IRF2 x {c}, et solution du systeme :

dn Dy ou
1.17 M onU +:2- P00y, M 2
(L.17) 7 =290, U) 4% —(0,n,U) - o= + ofe”)
ou
Dy aga...
ﬁ(ov an) = W(O, H,U)
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Ceci signifie que pour connaitre la dynamique des variables globales, il suffit de déter-
miner une variété centrale, c’est-a-dire I'application h, et de remplacer les fréquences rel-
atives dans les équations de (I.16) qui donnent la dynamique globale, par h. De plus,
puisque h est aussi différentiable que ’on veut en €, on peut en écrire un développement a
lordre voulu; on obtient une dynamique globale définie par le systeme (1.17). En revenant

au temps t = e7, le systeme (1.17) s’écrit :

dn Dy ou
[.18 — —=¢qg(0,n.U 22 (0.n.U) . ==
(1.18) g ~90m U+ 5o(0nU)- 5o+ ofe)
Finalement, si la partie principale de (I1.18), obtenue en posant ¢ = 0, est struc-

turellement stable, alors pour € assez petit, la dynamique de (I.18) est qualitativement la
méme. En d’autres termes, la méthode consiste a remplacer dans les équations des vari-
ables globales de (1.10), les fréquences par leur valeur d’équilibre; si la dynamique obtenue
est structurellement stable, alors elle est qualitativement semblable et quantitativement
¢—proche de la dynamique globale. Par contre, lorsque la dynamique obtenue en rem-
placant les fréquences par leur valeur d’équilibre n’est pas structurellement stable, il faut

faire un développement en ¢ de la variété centrale; nous décrivons le procédé.
Calcul des coefficients du développement de la variété centrale :

Il y a deux manieres de calculer la dérivée de u par rapport a 7. C’est en identifiant
les coefficients des développements obtenus par chacune des dérivations de u qu’on obtient
les w§. En effet, puisque u = h(n, ¢) sur la variété centrale, on a les égalités suivantes :

B (<) n, ) 4 < F(hn,c)on U)

B EA: ou dn®
B on® dr
a=1
Calculons les wf]. On peut écrire d'une part :

M — f(h(n.2)0.U) + <F(hin.c).n, U)

et d’autre part :




Par unicité du développement en ¢, on en déduit ’égalité entre les coefficients d’ordre

0, c’est-a-dire que :

Df Jh
I.1 0.n,U)+ —(0,n,U).- — =
(L19) £(0.0.0) + 22 0.0, 1) 22n.0) = 0
Jh
Or le vecteur a—(n,()) n’est autre que le vecteur dont les composantes sont
5
(wilv'”w]l\fl_le'”7wﬁ7"'7w]1?714—171)‘

De plus, puisque les valeurs propres de la matrice de %(O, n, U) ont une partie réelle

strictement négative, cette matrice est inversible, et on a :

o | = g—ﬁ(O,n,U) - £(0,n,U)

B

Nous verrons dans le prochain chapitre un exemple d’utilisation de ces parametres.
Si la dynamique obtenue en utilisant ces parametres est structurellement stable, alors on
peut oublier les termes qui correspondent a une puissance de £ supérieure ou égale a deux
dans (I.18), mais dans le cas contraire, il faut calculer les w@, et ainsi de suite. Ceci étant
dit, nous verrons pourquoi dans la plupart des cas que nous étudions (intéractions entre
deux populations, deux peuplements, etc...), il n’y a pas besoin de calculer les wf} : la
partie principale de (I.18) est structurellement stable.

Il faut également noter que le modele (I.18), obtenu sur la variété centrale, fait inter-
venir les fréquences d’équilibre des l'ordre 0 en ¢ . Si la partie rapide de (1.16) ne dépend
pas de n, alors les fréquences d’équilibre sont constantes et la partie principale du modele
(I1.18) donne une dynamique du méme type que celle de la partie lente de (1.16). Par contre,
si la partie rapide de (1.16) dépend de n, alors les fréquences d’équilibre sont des fonctions
de n (comme nous l'avons vu). Dans ce cas la dynamique rapide donne naissance a une
nouvelle dynamique globale. Dans le modele (I1.10) initial, on met une dynamique lente
qui caractérise la dynamique a longue échéance, et la densité-dépendance de la dynamique
rapide modifie le modele initial : il y a émergence de propriétés dont l'effet se voit a long
terme.

Nous regardons maintenant le cas ou les variables d’états oscillent rapidement.
I.4 Oscillations rapides

Il existe des cas ou la dynamique rapide ne converge pas vers un équilibre, comme

nous le verrons dans le troisieme chapitre. En effet, on peut supposer que les fréquences
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dans le systeme (1.10), avec ¢ nul, oscillent. De plus, dans certaines situations écologiques,
ces oscillations peuvent étre forcées par un facteur extérieur; par exemple, elles peuvent
étre la conséquence de 'apparition et de la disparition successives du soleil, c¢’est-a-dire
que la périodicité des migrations peut étre provoquée par celle du soleil : c’est le cas de
I’exemple traité dans le troisieme chapitre. Si les populations considérées ont une durée
de vie de quelques mois au moins, on peut supposer que la période du soleil, et donce celle
des comportements, est courte par rapport a la dynamique de la population.

Dans le cas ou les oscillations sont forcées, il faut supposer que le systeme (1.10) est
non autonome, c’est-a-dire, dans le cas qui nous intéresse, que les fonctions i? dépendent
explicitement du temps. Cette dépendance par rapport au temps est périodique, modulo
un terme qui tend exponentiellement vite vers 0 quand le temps augmente. Dans toute la
suite, lorsque 1'on considere un systeme non autonome, on fait deux hypotheses :

- le cycle limite de la partie rapide ne dépend pas explicitement du temps. On peut montrer
(voir le troisieme chapitre) que cette hypothese entraine que la périodicité des migrations
ne dépend pas de la répartition initiale des populations entre les différents milieux.

- toute trajectoire issue d’une condition initiale contenue dans un compact donné entre
dans e—voisinage du cycle limite aprés un temps ¢t de l'ordre de ¢|In(e)|. Cette hypothese,
apparemment complexe, signifie simplement que l'orbite périodique attire fortement les
trajectoires, c’est-a-dire que tres rapidement, les fréquences se mettent a osciller. Les
ordres de grandeurs évoqués dans cette hypothese seront justifiés plus loin.

On part donc du modele suivant :

du?®

dTZ = i?(u17,,,7u147n77-)+€ZE?ﬁ(na7nﬁ7ua7uﬁ)
B#o
NOL
—eud Z Z E?ﬁ(na,nﬁ,ua,uﬁ)
i=1 B#a
(1.20)
n® 5-na§:ZFQﬁ(na n” u®, u?)
dr - = 9 9 )
1=1 f#a
de
— =0
dr

et on suppose que si ¢ est nul, alors pour tout vecteur de variables globales n, les fréquences
u? viennent rapidement osciller autour d'un cycle limite, que nous notons ~y.
Rappelons une définition : on dit qu'un cycle limite est hyperboliguement stable si

I’application retour qu’il induit a une partie linéaire dont toutes les valeurs propres sont
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de modules strictement inférieurs a 1. Nous supposons dans la suite soit que le systeme
(I1.20) est non autonome, soit que pour tout n, le cycle v, est hyperboliquement stable.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que 'on peut également réduire le systeme
initial (I.20), en un systeme plus simple qui donne la dynamique des variables globales.
Cette réduction est fondée tout d’abord sur un théoreme de moyennisation. Le principe est
le suivant : chaque fréquence qui intervient dans les équations des variables globales oscille
tres vite autour “d’un” cycle limite, on peut alors la remplacer par sa valeur moyenne sur
“le” cycle. Le probleme est que “le” cycle n’existe que si ¢ est nul, mais lorsque ¢ est
positif, 1l y a une dérive de l'oscillation, c’est-a-dire qu’on peut imaginer que le cycle se
déplace lentement, & une vitesse de l'ordre de . Ceci signifie que 'on fait une petite erreur
de 'ordre de ¢ a chaque instant, et au bout d’une durée de 'ordre de —, 'erreur globale
est a priori de 'ordre de 1, c¢’est-a-dire non négligeable. -

On peut procéder d’une autre maniere : 'existence de cycle limite entraine ’existence
d’une application retour. Autrement dit, on peut remplacer la dynamique continue définie
par (1.20), par une dynamique discrete (on décrit plus loin le procédé). Il existe une
version du théoreme de variété centrale que l'on a utilisé dans le paragraphe précédent, qui
s’applique aux systemes discrets. Ce théoreme nous permet d’avoir la dynamique globale
a intervalles de temps réguliers, simplement avec les variables globales, et pendant une
durée aussi longue que 'on veut, puisque la dynamique obtenue sur la variété centrale est
exacte et exponentiellement attractante.

Il faut cependant noter que si la dynamique discrete est valable sans limitation de
durée, elle est en général plus difficile a étudier qu'une dynamique continue. C’est pour
cette raison qu’apres avoir décrit les deux procédés de réduction, nous les comparons : si
on considere une discrétisation convenable de la dynamique globale obtenue par moyen-
nisation, le difféomorphisme qu’elle définit est une perturbation du difféomorphisme sur
la variété centrale. Ceci permet de conclure que sous de bonnes hypothéses (de stabil-
ité structurelle...), le diffomorphisme sur la variété centrale se plonge dans un champ de
vecteurs, ¢’est-a-dire que 'on récupere une dynamique globale continue, qui est maintenant

valable pendant une durée aussi longue que l'on veut.
I.4.1 La moyennisation

Nous débutons ce sous-paragraphe par la transformation du systeme (1.20) : nous
mettons ce systeme sous la forme adaptée a un théoreme de moyennisation que nous
rappelons.

On a supposé que si le systeme (1.20) est autonome, alors pour tout n, il existe un
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cycle limite v, hyperboliquement stable. Dans cette situation, pour une condition initiale
donnée dans un compact fixé (contenant les v, dans I'espace des phases IRF1 x IR*?), on

peut appliquer le théoreme suivant :

Théoréeme 1.4.1 Etant donnée une condition initiale (ug, ng) dans un voisinage de vn,,
la solution (u(7),n(7)) du systéme (1.20) reste a une distance inférieure ¢ ¢ du cycle

Yn(er) @& partir d’un instant 7o de Dordre de |In(c)|, ¢’est-a-dire d’un instant to de I'ordre

de ¢ - |In(e)].

Ce théoreme est du a Zvonkin et Shubin (voir [ZS]). Il signifie que pour ¢ fixé, si on
se donne une condition initiale (ug, ng) pas trop éloignée du cycle limite vy, la trajectoire
issue de cette condition initiale et solution de (I1.20), est & l'instant ¢ = 7 proche de
Yn(r) apres un temps tres court, qui tend vers 0 avec €. Ce théoreme nous permet de
justifier la deuxieme hypothese dans le cas des champs non autonomes. On en conclut
que les trajectoires solutions du systeme (1.20), avec les hypotheses émises, se comportent
de la méme facon dans le cas autonome et dans le cas non autonome : apres un temps
t relativement court (qui tend vers 0 avec ¢), les trajectoires sont proches “dun” cycle

limite, c’est-a-dire qu’elles se mettent rapidement a osciller avec une dérive lente.

D’autre part, on note S! le quotient de IR par [0,27]. Si on considére un —voisinage
de Ay, pour n quelconque dans IR*2, il existe un changement C* de coordonnées sur ce
voisinage, qui transforme u en (z, ) : tout point de IR¥' peut étre repéré par une valeur
@ de la paramétrisation de 7y, et par une coordonnée rectangulaire z sur un hyperplan de
IRF passant par le point ¢ de L'orbite périodique, et transverse a cette orbite. De cette

maniere, I’équation de v, est z = 0 pour tout n.

Remarque : 'existence d'un tel changement de coordonnées est due a des théoremes
d’existence, et n’est pas issue d'un procédé constructif, ce qui signifie que dans la pra-
tique, il peut étre tres difficile a expliciter. Nous donnerons cependant un exemple ou sa

détermination est assez simple dans le troisieme chapitre.

Dans le nouveau systeme de coordonnées, (1.20) se met sous la forme vectorielle sui-
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vante :

92— a(p,m)-z 4 O(||zl2) + O(¢)
(121) E o= Lol +0e)
Z—? = e-g(z,p,n,¢)

ou w(n) # 0.
Nous montrons maintenant pourquoi le temps n’apparait plus explicitement dans les

équations. D’apres la deuxieme égalité, si ||z|| = O(e), il découle que :

p(1) = po +wm)r + O(e)

s1 T << é Par conséquent, si g = 0 on peut considérer le changement de variables :

On peut alors considérer le temps comme proportionnel a l'angle, a un terme de l'ordre
de ¢ pres. C’est pourquoi le temps n’apparait plus explicitement dans les équations. On
traite dorénavant le cas autonome comme le cas non autonome.

L’application a(ip, n) est linéaire pour tout (¢, n) € S' x IR*2. Enfin, toute les dépen-
dances par rapport a ¢ sont 2r—périodiques. La premiere égalité de (1.21) vient du fait
que si ¢ est nul, Uorbite périodique vy, d’équation {z = 0}, est invariante par le champ
définit par (1.20), autrement dit si € est nul, la dérivée de z par rapport au temps 7 est
nulle en z = 0; Taylor nous permet de conclure. Enfin, puisque le changement de variables
u — (z,¢) se fait sur un e—voisinage de v, on a z = O(¢). Donc (1.21) se met sous la

forme suivante :

Y= etz fleme)
(1.22)
Z_:_l = 5'g(¢7n75)+0(52)

Enoncons maintenant le théoreme de moyennisation. Cette version du théoreme est

dans [Ar] :

Théoreme 1.4.2 Soit le systéme différentiel perturbé :

{99 = w(n)+5f(n79975)
n = eg(n,p,e)
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ot f et g sont des fonctions 2x—périodiques en o € S', et o n € D C IR*? et soit
I’équation moyennisée :

1

27
p=cG(p) avec G(p)ZE/ 9(¢.p,0)de
0

Supposons que la fréquence de rotation w ne s’annule pas dans le domaine D, et sup-
posons également que la solution p(7) de I'équation moyennisée reste dans D pendant le
temps lent t =T ou T << 1. Alors l'écart entre la valeur de la solution de l’équation
moyennisée p(7) et la n—composante de la solution du systéme perturbé vérifiant la con-
dition initiale n(0) = p(0) reste petit pendant le temps T € [0, g], pourvy que & $oit
suffisamment petit :

In(r) —p(r)ll < Ce

ot la constante C ne dépend pas de e.

Dans le but d’appliquer ce théoréme, on définit la fonction G sur un domaine D C IR*

par :

1 27

= — d
G(n) = o~ /0 9(p.n,0)dy
et on considére le systeme défini par :

dp
[.23 — =¢G
(123) % _ c(p)

D’apres le théoreme 1.4.2, il existe un temps T' << 1 ,tel que :
Ve [OvT/€]7 HH(T) - p(T)H < Ce

ou C' est une constante indépendante de .
Le systeme (1.23) est un systeme qui gouverne les variables globales, et qui est en
dimension IR*2, donc a priori plus simple & étudier que le systeme (1.20). On propose

maintenant 'autre méthode.
1.4.2 Réduction a une variété centrale

Dans ce sous-paragraphe, on propose un procédé de réduction semblable & celui décrit
dans le paragraphe 1.3, mais appliqué a 'application retour induite par un cycle limite.

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 1.3, la dynamique du systeme initial converge
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tres vite vers la dynamique sur la variété centrale, et sur celle-ci, la dynamique est exacte.
Par conséquent, le modele réduit est valable pendant une durée quelconque.

&

L’hypothese d’existence pour tout m d’un cycle limite ~, quand ¢ = 0 entraine
I’existence pour tout n d’une application retour P, définie sur une section ¥, transverse a
An. On peut choisir les sections transverses de sorte que leur réunion ¥ sur un compact A
de IR*2 soit une sous-variété différentiable de IR* x IR*> et que I'application P : & — P(X)
soit définie par P(u,n) = P,(u), pour tout vecteur n.

Soit g¢ fixé dans un voisinage de 0, on note Tgo(u, n) le temps écoulé entre un point
(u,n) de ¥ et son premier retour sur celle-ci. L'existence de Tgo est assurée par le théoreme
des fonctions implicites, si g est assez proche de zéro. On considere alors le difféomor-

phisme suivant:

F:Yx [—50,50] — F(Z X [—50,50])
(1.24) ) )
(u07n075) — (u(Tg(uo,no)),n(Tg(uo,no)),g)

Comme nous ’avons vu dans le sous-paragraphe 1.4.1, la trajectoire d’'une condition
initiale donnée entre tres vite dans un eé—voisinage de ¥. Nous pouvons alors effectuer

1

le changement de coordonnées u ++ (z,¢) € IR* =1 x S de sorte que dans I'espace des

phases IRF1 =1 x St x R¥2, la sous-variété 3 est IRF* =1 x {0} x IR*=.

Apres quelques rappels d’algebre linéaire, nous énoncons le théoreme de variété cen-
trale dans le cadre de la réduction de difféomorphismes.

Soit F un difféomorphisme sur RY ou N = (k1 — 1)+ k2 + 1, de classe C*. On
suppose que M = {0} x IRF? x {0} est un ensemble de points fixes de F. Pour tout n
dans IR*2, on note DF(n) la partie linéaire de F en (0,n,0) € M. On suppose que DF(n)
possede ki — 1 valeurs propres de modules strictement inférieurs a 1, et que 1 est une valeur
propre de multiplicité k2 + 1. En tout point (0,n,0) € M, il existe une décomposition
de RN sous la forme E3 x E¢, E? est appelé espace stable et E¢ est I'espace central, et
dim(E;) =k — 1, dim(E;) = ks + 1. Toute les valeurs propres de la restriction de DF(n)
a 'espace stable ont un module strictement inférieur a 1. En utilisant ces hypotheses et

ces notations, on peut énoncer le théoreme de variété centrale sous la forme suivante ([C],

[F], [K]) :

Théoréme 1.4.3 Pout tout compact A C IR*2, et pour tout entier naturel K, il existe un

réel strictement positif co et une application h de classe C™ définie de A\ x [—co,c0] dans
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IR*, dont le graphe est noté W, tels que :
i ) h(n,0)=0.
i ) W est tangent ¢ EC en tout point de M.

i) W est invariante sous 'action de F.

L’invariance de W par F signifie que le graphe contient son image par F, ce qui se
note : FOW) C W.
Vérifions que le difféomorphisme défini par (1.24) satisfait aux hypotheses du théoreme.

Dans les coordonnées (z, ¢, n,¢), ce diffomorphisme se met sous la forme suivante :

F:Xx [—50,50] — F(Z X [_50750])

(1.25) _ _
(zo,n0,¢) — (2(T:(zo,n0)),n(7T-(20,10)), )

ou 7. est la composée de T et du changement de coordonnées. Examinons la deuxieme

composante de ce difféomorphisme :

Ts (Zo,l’lo) dn

(1.26) n(7T.(zo,np)) = ng —I—/O EdT

n
ou e est définie par le systeme (1.21), donc c’est un terme de Uordre de . D’autre
T

part, si zg est dans un e—voisinage du cycle vy, alors on a : T.(zo,n0) = Te(ng) + O(e)

ou T.(ng) désigne la période du cycle 7y,. Ceci signifie que dans (1.26), on integre une
expression de 'ordre de ¢ sur un intervalle de temps négligeable devant 1 /e, donc le résultat

est de 'ordre de . Finalement, le difféomorphisme (1.25) peut s’écrire :

F .Y x [—50,50] — F(Z X [_50750])

(1.27) _
(20,10, ) — (2(T%(20,10)), mo + O(¢), €)
Pour tout ng dans IR*2, le point (0,19,0) est un point fixe pour le difféomorphisme
F défini par (1.27). Explicitons la partie linéaire du difféomorphisme, notée DF(ng) en un
tel point fixe :

DL(0,n0,0) * *
(1.28) DF(ng) = 0 1
0 0 1
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L’hypothese de stabilité hyperbolique des cycles vy, pour tout n, quand ¢ est nul,

nous assure que toutes les valeurs propres de E(O, n,0) sont strictement inférieures a 1,
pour tout n. Donc les hypotheses du théoreme 1.4.3 sont vérifiées par le difféomorphisme
(1.24).

Ce théoreme nous assure de l'existence d’une variété centrale de dimension ks 4+ 1, sur
laquelle on a la dynamique des variables globales. Cette dynamique est donnée par le

difféomorphisme :

qb A X [—50,50] — qb(A X [—50,50])

(1.29) _
(ng,e) — (n(T:(h(ng,¢),n0)), )

Ce difféomorphisme laisse invariant les sous-variétés de la variété centrale qui ont pour

équations ¢ = C''*. Donc on peut le voir comme une famille de difféomorphismes ¢. définis

sur A par :
T.(h(n,s),n) dn
e — —d
oum) =+ [ s
Te(n)
(1.30) —nte / g(h(n(r).c), o(7),n(r),0)dr + O(<?)
0

Te(n)
=n-+ 5/0 G(0,¢(7),n(7),0)dr + O(c?)

La derniere égalité s'obtient en utilisant le fait que h s'écrit sous la forme ¢ - h et en
utilisant Taylor.

D’autre part, par construction de T.(n), on a ’égalité :

wn)- -T.(n) =27

Par conséquent, si ¢og = 0 on peut considérer le changement de variables :

Ceci nous permet de conclure que le difféomorphisme ¢. peut se mettre sous la forme :

(L31) $-(n) =n + 5/0% ole:n(2)0) 4 g2
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I.4.3 Comparaison des deux procédés

Afin de comparer les deux procédés que nous avons présenté précédemment, nous
discrétisons la dynamique obtenue par moyennisation. Il s’agit de ne prendre sur les tra-
jectoires solutions du systeme (1.22), a partir d’une condition initiale donnée, uniquement
des points a intervalle de temps régulier. Si (¢, n) est la condition initiale, I'intervalle de

temps est T.(n). La dynamique obtenue par discrétisation de (1.22) est donc la suivante :

(1.32) ot
—nt / gle.n(7),0)dodr + O(?)

Comme T.(n) << 1 pour tout n € A, alors pour 7 dans [0,7.(n)], on a :
n(r) =n(0) + O(e)

et on note n = n(0). Ceci implique que lexpression (1.32) peut se mettre sous la

forme suivante :

be(m)=m+t — / g, 0)dpdr + O(=?)
- T.(n) 2m
—nt / ) / g m,0)dg) + O(?)

(1.33) 2 o
—nt o[ o[ alen0)da) + 0

Enfin, en utilisant & nouveau Taylor, on met l'expression (1.31) du difféomorphisme

sur la variété centrale sous la forme :

(1.34)



On a donc montré que le difffomorphisme sur la variété centrale est une &% —per-
turbation du difféomorphisme obtenu par discrétisation du systeme moyennisé. Si cette
discrétisation est structurellement stable a l’'ordre 1 en ¢ alors les deux dynamiques discretes
sont qualitativement les mémes. Comme la dynamique sur la variété centrale est exacte, elle
est valable pendant une durée quelconque, et il en est donc de méme pour 'autre dynamique
discrete. Par conséquent, la moyennisation est dans ce cas valable sans limitation de durée.

Finalement, si on considere un systeme écologique dans lequel les individus ont des
migrations périodiques rapides par rapport a la dynamique de leur population, on peut
utiliser un modele du type (1.20), auquel on applique I'un des procédés décrits ci-dessus.
Une maniere intéressante de procéder, est la suivante : on utilise la moyennisation, et on
discrétise la dynamique obtenue. Si elle est structurellement stable au premier ordre en ¢,
alors la dynamique continue est valable sans limitation de durée.

Pour terminer ce chapitre, nous donnons deux exemples types de dynamiques rapides;

le premier des deux est celui qui est utilisé dans toute la suite de la these.
I.5 Exemples de dynamiques rapides

Le premier exemple que l'on décrit dans ce paragraphe est appelé modéle de migra-
tions. Il traduit les échanges entre les différents états. Le second exemple est issue de la
théorie des jeux, et sera appelé modéle du réplicateur, puisque c’est ainsi que les équations
qu’il contient ont été baptisée dans [S]. Dans les deux cas, apres avoir donné le modele,
nous explicitons sa transformation en fréquences.

I.5.1 Exemple 1 : Modele de migrations
Le modele est de la forme générale suivante :
Ne Ne

(1.35) Th =D king = D ki +0()

ot les k7 sont appelés tauz de passage de l'état j a I'état 1. Ce sont dans le cas général,
des fonctions des densités d’états, et des densités globales. Il est clair que pour un groupe
d’états (ou population) a donné, la somme des variations des densités des états de ce

groupe est nulle si ¢ est nul :
°L dn¢

dr

=1

= O(e)

donc ce modele de dynamique rapide vérifie bien (1.2).
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L’expression de ce modele en fréquences est déterminée de la facon suivante : on

remplace dans les taux de passage les n{ par uin®, ce qui donne :

dua NOL NOL
Th= D ks = Y kfud + 0(e)
7=1 7=1

Il ne reste plus qu’a supprimer les variables u%. en utilisant (1.9). On obtient finale-

ment :
d N®—1 N©
d - zNO‘—I_Z zNO‘ j Zk%u?—l_O() iE[l,'--,Na—l]
j=1

I.5.2 Exemple 2 : Modéele du réplicateur

Etant donnée une famille finie de fonctions sur IR** x IR*2| notées f& et appelées

stratégies, on pose :
[e3

sn.m) = 3" ()

=1

Le modele du réplicateur s’écrit de la maniere suivante :

dn®

7 = n; (ff(n,n) — ¢(n,n)) + Oe)

Par définition de ¢, ce modele vérifie I’égalité (1.2). On peut également le mettre sous

forme de modele en fréquences, ce qui donne :

duf
dr

= uf (ff(ufym) = o0 uf, - m)) + O(e)

et ¢ vérifie légalité :

Nous terminons ce paragraphe en signalant que la dynamique rapide dans le cas ou
les fonctions f& sont linéaires par rapport aux fréquences a été étudiée par Zeeman dans
[Z].

Dans le troisieme chapitre, nous utilisons les deux méthodes de réduction que nous
venons de décrire, en utilisant un modele rapide de migrations. Les dynamiques lentes

sont des modeles de croissance dans le cas d’une population (k2 = 1), ou des modeles
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de prédation ou de compétition entre deux populations (ks = 2). Dans tous les cas, la
dynamique obtenue sur la variété centrale est structurellement stable des 'ordre 0 en e.
Le second chapitre est consacré a ’étude d’un exemple ou la dynamique obtenue sur la

variété centrale n’est pas structurellement stable a l'ordre 0 en ¢.

® CHAPITRE 11
PERTURBATIONS DU MODELE CLASSIQUE DE LOTKA-VOLTERRA
PAR DES SEQUENCES DE COMPORTEMENTS

Ce chapitre est consacré a ’étude d’'un modele, au cours de laquelle on utilise la pre-
miere méthode décrite dans le chapitre précédent. Ce modele est celui de 'interaction
entre une population de proies et une population de prédateurs. On suppose que les
ressources de la proie sont tres abondantes, de sorte qu’en ’absence de prédateurs, on
peut considérer que la croissance de la proie est exponentielle. On suppose que les deux
populations ont plusieurs types d’activités et que les changements d’activités sont rapides
par rapport a la dynamique des interactions et de la croissance : les individus changent
d’activités (recherche de nourriture, s’occuper des petits, reproduction, repos ...), plusieurs
fois dans la journée, mais les influences de la prédation, de la croissance due a la reproduc-
tion, de la mortalité, se voient a plus longue échéance (plusieurs semaines). On suppose
que l'interaction entre deux sous-populations, considérées comme ayant un comportement
homogene, est de type Lotka-Volterra (voir le paragraphe (II1.3) pour une interprétation
écologique plus rigoureuse).

Dans le premier paragraphe, on propose le modele explicite, et on lui applique la
méthode de réduction. On constate alors que la dynamique obtenue sur la variété cen-
trale est une perturbation du modele classique de prédation de Lotka-Volterra , qui est
non structurellement stable. C’est pourquoi dans un second paragraphe, on développe la
variété centrale pour déterminer la dynamique, au moins d’un point de vue qualitatif. On
introduit la fonction déplacement pour déterminer 'existence de cycles. Dans le troisieme
paragraphe, on étudie l'influence de la variation d’un parametre de la dynamique rapide
sur la dynamique globale; en d’autres termes, on montre comment les changements de
comportement individuel peuvent engendrer des bifurcations au niveau de la dynamique

des populations. Dans le quatrieme paragraphe, on interprete les résultats obtenus. Enfin
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le cinquieme paragraphe est consacré a ’exposé d’un algorithme permettant de déterminer
le premier coefficient non identiquement nul dans le développement en ¢ de la fonction

déplacement introduite précédemment.
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II.1 Le modeéle et sa réduction

Il est possible de considérer un cadre général ou le nombre d’états de chaque population
est quelconque. Cependant, puisque la réduction générale a été faite dans le premier
chapitre, nous supposerons dans celui-ci que chaque population est divisée en deux sous-
populations pour des raisons de simplicité, ceci ne provoquant aucune perte de généralités.
On reprend les notations du premier chapitre : n'! désigne la densité des proies, n? celle

des prédateurs. On propose donc le modele suivant :

% = R(kiyni — k3ni) +ni(a' — biini — bi3n3)
(I1.1) ;Zd% = R(kjjni — kiyn}) + ni(a' — biind — b33n3)
% = R(kiyn3 —k3;n}) — ni(a® — biing — bijn})
% - R<k§1n% — k%ﬂb%) —n2(a® — b2inl —b2ind)

Les coeflicients a® sont les taux de croissance des populations; ils sont supposés in-
dépendants de ’activité dans ce chapitre. Le coefficient b}]z est le taux de proie en activité
1 qui disparailt a cause de la prédation exercée par prédateur en activité j a chaque instant
et par unité de temps. Le coefficient blzjl est le taux de prédateurs en activité 7, “produit”
par la prédation sur des proies en activité j. Enfin R >> 1 est le facteur d’échelle de temps
qui traduit la rapidité des changements d’activité. Dans tout ce chapitre, on suppose que

les taux de passage de 'activité ¢ a 'activité j de chaque population est constant, et non

nul.
Le syteme en fréquence correspondant & (II.1) est :
du; 1 1 < 1202 1 p12,,2))p2
dTZ = kiyuy — kyyuy +euy - <Z b (b7uy + byzu 2))
=1 j=1
du? 2 2
L= kRl — kud - eud (zzbﬂufu; (bt1ut +bijud) !
=1 j3=1
(I1.2)

dnl 2 2
— = €n1<a1_(zz BL2 gty n2>
dn? 1_2_2

= = —5”2<“2—(Zzbzl >

one=1/R << 1ett=er (voir chapitre I).
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Dans ce cas la dynamique rapide a un équilibre hyperboliquement stable.

tion du systeme d’équations linéaires suivant :

kiguy — kyui = 0
ul = 1—u
I1.3 2
13) Bod— i =0
u% = 1—u
Donc les valeurs d’équilibre U sont :
T
(11.4) 12k‘|; 21
U2a 21
ki + kg,

1
1

2
1

Il est solu-

et un simple calcul permet de vérifier que les valeurs propres de la partie rapide en

(Uy) sont — (k¢ + kSy), c’est-a-dire deux réels strictement négatifs. On peut donc utiliser

la méthode décrite au chapitre 1.

On introduit les fréquences relatives u

— U2, de sorte que l'équilibre des

fréquences est maintenant en zéro. Le modele (I1.2) se transforme dans les nouvelles

coordonnées, en :

(I1.5)
du! B _
dr = k%zuz k%lul
2
+e(uy +U}) (Z
du? _ _ )
dr = k%zu% - k%lu%

MN

(u1‘|’U1 <

e,

1 =1
2

On pose alors :

ZZbIZU U2

=1 j=1

Z Z bZlUZUl

=1 j=1
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> v a4+ U+ UJ)
dn? 2

— = an'(a' - ZZ U@+ U))n?)
dn2 l_2 2

- = —5n< Zzﬂu +U2(}+U;))n1>

Zb

2
Zblzu —I—U u—I—U2 Zb —|—U2>

uh)n'



D’apres le théoreme de variété centrale, la dynamique des variables globales dans (I1.5)

est tres rapidement proche de celles données par le systeme suivant :

d 1
_ % = nl(al —blnz)—l—nlO(s)
( ) dn® 2/ 2 2 1 2

Comme les taux de passage sont constants, les fréquences d’équilibre sont constantes;
on en conclut que si ¢ est nul, le systeme (I1.6) est le modele classique de prédation de
Lotka-Volterra. Ce modele bien connu présente un centre dans le quadrant positif et par
conséquent, il est non structurellement stable. Pour connaitre la dynamique des variables

globales, il est donc nécessaire de développer la variété centrale au moins a l'ordre 1 en ¢.
I1.2 Développement et étude du champ sur une variété centrale :

Nous utilisons ici le procédé décrit dans le chapitre I. On a sur la variété centrale :

uf = ewd (n',n?) + O(g), pour tout (n' n?) dans un compact A du plan. On remplace
u$ par son expression dans les équations de (I1.5), ce qui donne :

du}

= (bl — Rl + UL — G307 +5303)]n?) + O(<?)
(I1.7)

du?

T = c(khwh - R - URR — (G310 + 8301)]nt) + O(e?)

D’autre part, d’apres la formule de dérivation d’une composée, on a les égalités

sulvantes :
du®  Ou® dn'  Ou® dn?
i 7 13 -0 2
dr onl dr + on? dr (%)
Par conséquent, puisque wg; = —wf{}, on peut conclure que :
v UL = (0107 +63U03)) 5
wyy = T il n
(IIS) k12 —I_ k21
LU 0T ) |
” kfy + k3

Finalement, en remplacant les w{| par leur expression dans les deux dernieres équations

de (IL.5), et en développant en &, on déduit que le systeme (I1.6) s’écrit sous la forme
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sulvante :

dn' 1.1 2 (11 11,1 12,2 2
— = n {a —n (b +e(c''nt +¢ N)>}+0(5)
(I1.9)
d 2
% — 2 {az_nl@z —|—5(c21n1—|—022n2)>} +0(?)
ott les ¢®? sont donnés par les égalités suivantes :
U2(b2 — (121U 4 p2L )
Sl i ]izu_l_l]€2 12U2)) (b1 — b13)UT + (b3 — b32)U; |
12 T Koy
UL — (pl202 4 pl2p2
e = OO ISR g e 4l - 030
(11.10) 2032 _ (1317714 21771
Ui (b* — (b71U] + 073U
21— 1( ]izll—l_lkz 12 2)) [(bi}—b%})U}Jr(bf%—b%%)Uﬂ
12 T oy
UL — (p1202 4 pl2p2
22— i ( ]ilu_l_lkl 12U3)) (b3 — b3 UT + (31 — b33)US ]
12 T 2y

Nous étudions dans ce paragraphe, le champ X, défini par (I1.9) sur un compact du quad-
rant positif dans le cas dit générique, c’est-a-dire pour un ouvert dense A dans 1’espace des
parametres. Le paragraphe suivant est consacré a I’étude d’'un exemple ou les parametres
traversent transversalement le complémentaire de A.

Lorsque ¢ est nul dans (I1.9), le champ X a un centre non dégénéré. Etant donné un
compact A du quadrant positif, pour ¢ assez petit, le champ X. n’a qu'une singularité dans
A, et cette singularité est proche de celle de Xy. Etudions cette singularité. Puisqu’on
se restreint au quadrant positif, dont nous rappelons que le bord est invariant par X., la
fonction f : (n',n?) — ﬁ est définie et non nulle, donc le champ X. = f - X. a les
mémes orbites que X.. Pour des raisons techniques, nous étudions le champ X.. Pour ¢
nul, ce champ est un champ hamiltonien, c’est-a-dire qu’il existe une fonction H telle que

le champ s’écrive :

dn'! 0H , |

& = aarhn)
dn? OH
& = A

Dans la suite de ce chapitre, nous notons la dérivation par rapport a t d’'une fonction
de t, par cette fonction surmontée d’un point.

L’expression de X, est la suivante :

al

Rt o= ol (o' +e(c''nt + n?)) + O(e?)

(IL11) I gl 401
n? = _% + (02 +e(Hn! 4 Pn?)) + 0(?)

= %(nl,nz) + O(e)
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ot H(n',n?) =0b'n? —a' In(n?)+b*n! —a®In(n')+ ', la constante peut étre choisie
de telle sorte que H soit nulle au point singulier du champ non perturbé.
Notons (n',n?) les coordonnées de la singularité de Xo. Un simple calcul permet de

constater que :
» a? » al
n —etn” =

T T
On désigne par (n!,n?) les coordonnées du point singulier C. de X.. Le théoreme des

fonctions implicites nous permet de dire que ces coordonnées dépendent de ¢ de facon au

{

moins C!, et d’aprés Taylor, on a :
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® LM =
|

3
S

_'_

<

&L

1
Al = —eclln! — ((:T)Z +0(e))n® + O(?)
(11.12) )
n? = —(% + O(g))n' + ec®n® + O(£?)

(nt)

On en déduit que si ¢ est assez petit, C. est soit un foyer attractant, soit un foyer
répulsif, soit un centre. En fait, si la trace de la partie linéaire est positive, c’est un foyer
répulsif. Si cette trace est négative, c’est un foyer attractant. Si elle est nulle, la singularité
est un centre pour la partie linéaire, mais on ne peut rien dire a priori pour le champ X..

La trace de la partie linéaire est notée Tr(X.). Son expression est de la forme :
Tr(X.)=d, -e+ O(e?)

ou dy = (—c11 + 022). Or les coefficients ¢ sont des fonctions des parametres du
systeme (I1.2), et ils dépendent en particulier des taux de passage, c’est-a-dire du com-

portement (des changements d’activité). Il y a trois cas :

i ) dy >0: dans ce cas, pour ¢ suffisamment petit, le point C. est un foyer répulsif.
it ) di < 0: dans ce cas, pour ¢ assez petit, c’est un foyer attractant.

1) dy = 0 : dans ce cas on ne peut rien dire a priori.

Le coefficient d; est une fonction analytique des parametres, donc son lieu d’annulation
a un complémentaire ouvert et dense dans ’ensemble des parametres. En d’autres termes,
si A est 'ensemble des parametres de (II.1) tels que d; # 0, alors A est un ouvert dense,
et pour tout vecteurs de parametres dans A, on peut donner la nature du point d’équilibre

de X_, si ¢ est assez petit.
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Ceci termine ’étude locale au voisinage du point d’équilibre, lorsque le vecteur des
parametres est dans A. Passons a ’étude globale (recherche de cycles limites).

Nous commencons ’étude globale par quelques rappels de Théorie des perturbations,
dans le cas de la perturbation d’un centre non dégénéré.

Soit H une fonction analytique sur un voisinage U de 0 dans IR?, telle que les courbes
de niveaux de H soient difféomorphes a des cercles sur U. On suppose que H est de
Morse, c’est-a-dire qu’avec les hypotheses données précédemment, elle peut se mettre sous

la forme :
22 4y
2

dans un systeme de coordonnées adapté. Soient deux formes différentielles w. et 1,

(z,y)

telles que :

we =dH +¢-n+o(e)

On note ¥ une section transverse aux courbes de niveaux de H, avec 0 € ¥. On peut
définir une application retour P. de ¥ dans P.(X). Supposons que ¥ soit paramétrée par

les niveaux de H. Avec ces notations, 'existence d’un cycle est donnée par ’annulation

de la fonction h +— P.(h) — h. Oron a :

P.(h)—h=AH

:/dH
Ye

ou 7. désigne la portion de courbe intégrale de w. entre un point h de X et son premier

retour P.(h). Par définition de ~., il vient f7 w: = 0, et par conséquent, on peut écrire :

/%dH:—/%n—l-o(e)

Ceci implique le lemme de Poincaré :

Pg(h)—h:—e/ n+ ole)

(1=}

On note I (h) expression — f{H:h} n. Le signe de I; donne le signe de 'application
déplacement 6(h,e) = P.(h) — h, si ¢ est suffisamment petit.
Rappelons également que si X est un champ de vecteurs du plan (x,y), dont les

composantes sont notées (X, X»), on définit la forme duale w du champ X par :

w(:z;,y) = Xz(l’,y)dl' - Xl(xvy)dy
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Avec ces notations, les courbes intégrales de w, définies comme étant les solutions de w = 0,
sont les orbites de X. En d’autres termes, pour étudier la topologie (la forme) des orbites
de X, il suffit d’étudier les courbes intégrales de w.

Revenons & I'étude du champ X.. On lui associe sa forme duale notée w.. D’aprés

(I1.11), U'expression de cette forme duale est :
(I1.13) we(nt,n?) = dH (", n?) +en(n',n?) + o(e)
avec 7 définie par :
n(nt,n?) = (At + 2n?)dnt + (a4 2n?)dn?

L’application H est celle définie & la suite de (II.11). C’est une fonction de Morse.
D’apres le rappel ci-dessus, on peut définir une application déplacement ¢, de telle sorte
que le probléme de Pexistence des cycles de X. est ramené au probleme de I'étude des

racines de §. D’apres le rappel, on a :
O(h,e) = —5/ n+ o(e)
{H=h}

On note I;(h) le premier coefficient du développement en ¢; on a vu que le signe de

I, (h) donne, pour ¢ assez petit, le signe de §. Déterminons le signe de Iy (h) :

Li(h)=— /{H_h}(c21n1 + c22n2)dn1 + (clln1 + (clznz)nz)aln2

= — // (c11 — 022)61ln1 A dn?
{H<h}

=d; // dn' A dn?
{H<h}

La deuxieme égalité ci-dessus est une application directe du théoreme de Stockes. On

A(h) = // dn' A dn?
{H<h}

A(h) désigne la surface du disque topologique {H < h}, donc c’est un réel strictement

pose :

positif, pour toute valeur de h. Par conséquent, le signe de I1(h) est celui de dy et ne
dépend pas de h. On en conclut que si d; est strictement positif et si ¢ est assez proche de
zéro, les trajectoires sortent de tout voisinage du point d’équilibre contenu dans le compact

A. Si dy est strictement négatif et si ¢ est assez petit, les trajectoires convergent toutes
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vers le point d’équilibre : A est son bassin d’attraction. Si d; est nul, on ne peut rien dire
a priori.

Supposons maintenant que l'on puisse faire varier I'un des parametres du modele (II.1)
de facon continue, de telle sorte que pour la valeur initiale du parametre, d; soit strictement
négatif, et que pour la valeur finale du parametre, d; soit strictement positif, tout ceci se
faisant pour une valeur de ¢ donnée. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il y a
une valeur du parametre pour laquelle dy s’annule. Nous traitons ce cas dans le paragraphe

suivant.
11.3 Bifurcation sur la variété centrale

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence une bifurcation de Hopf sur la variété
centrale. Nous montrons la généricité de cette bifurcation sous-critique : pour cela, il suffit
de considérer une sous-famille & un parametre de champs de vecteurs de la famille définie
par le systeme (II.1). Lorsque le parametre de cette sous-famille augmente, nous montrons
que ’équilibre contenu dans le quadrant positif de chacun des champs de vecteurs, passe
d’un état stable a un état instable, et qu’il y a naissance d’une orbite périodique. Ainsi,
les densités globales convergent tout d’abord vers un équilibre. Lorsque le parametre
augmente, les densités se mettent a osciller autour de cette équilibre, avec une amplitude
croissante mais bornée. La démonstration est constituée de deux étapes. Dans un premier
temps, on montre que la trace de la partie linéaire du champ dépendant d’'un parametre,
au point fixe, change de signe. Dans un second temps, on montre que la bifurcation est
la conséquence de 'apparition d’une orbite périodique stable, en montrant que la dérivée
troisieme de la fonction déplacement est non nulle au moment de la bifurcation.

On définit alors le chemin choisi dans 'espace des parametres : on suppose que tous
les parametres de (II.1) sont fixés sauf le taux de passage du prédateur de l'activité 2 vers
lactivité 1.

&

L’exemple que 'on propose est le suivant :

dn% | . ) , ,
T = [ny —2n4] + e ni[2—2.93n} — 0.2n3]
(IL14) }—72 = Pei-ml 4+ em2-ni - 0503
% = [(1+Mn3—3n3] — c-ni[3—0.59n] —0.2n}]
(11—7:_% = [Bnf—(1+XA)n3] — e-n3[3—ni—0.3n}]
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C’est un modele du type (II.1), et il se réduit donc a un modele du type (I1.9). Le
parametre A est libre de varier entre —1 et 'infini. C’est en faisant varier ce parametre que
I’on obtient une bifurcation de la dynamique globale. Un simple calcul permet de vérifier

que les parametres du systeme sur la variété centrale sont :

145.05 4+ 83.85A ,  98.4+ 16.8)
51(44+X) 7 Bl4+ )\

a1:2, a2:3, bl =

et ¢22, pour connaitre le

D’apres le paragraphe précédent, il suffit de connaitre ¢
premier coefficient dq(\) du développement en ¢ de la divergence. Ces coefficients se

calculent a l'aide de (I1.10), et on trouve :

659.88(1 + A)

11
\) = St S
< () 867(4 + \)?
20— 659.88 4 1503.09\ + 527.25)2 4 48.18)\3
B 867(4 + \)3

On en déduit di () :

1503.09 + 527.25\ + 48.18)\2

d(d) =2 867(4 + \)?

Par conséquent, d;(0) = 0. Etudions brievement le comportement de di(\) pour A

proche de zéro.

d(dl(A))| 4 1503.09
dy AT A 3468

On en conclut que si A est proche de zéro et négatif, alors dy (\) < 0, et si A est proche

de zéro et positif, alors d;(\) > 0.

On note Tr(\, ) la trace de la partie linéaire du champ sur la variété centrale, au
point singulier contenu dans le quadrant positif. Si cette trace change de signe quand A
varie, cela signifie que le point singulier passe d'un état attractant a un état répulsif (ou
inversement), et on a une bifurcation de Hopf. On montre que que si ¢ est fixé proche de
zéro, et si A varie dans un voisinage de zéro, alors on a une bifurcation de Hopf. C’est en

fait une conséquence immédiate du théoreme des fonctions implicites. En effet, on a :
Tr(Ae) = e (di(A) + O(e))

Donc le signe de Tr(\, ) est le méme que celui de Tr(/\,as) ou :

Tr()e) = di(\) + O(e)
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Or, nous avons vu que :

Tr(0,0) = 0
{ T = 100 oo

Le théoreme des fonctions implicites nous permet permet de conclure que dans un
voisinage de (0,0) dans I'espace des parametres (), &), la fonction Tr, s’annule sur une
courbe qui est le graphe d’une fonction £ — A(¢). Il en est donc de méme pour la fonction
T'r, si ¢ est non nul.

Sieg # 0 est fixé dans un voisinage de zéro, il existe une unique valeur de A, disons
Ao telle que T'r(e, \g) s’annule. Ceci signifie que lorsque A varie dans un voisinage de zéro
et qu’il traverse la valeur \g, on a une bifurcation de Hopf; si A passe par \g en croissant,
alors le point d’équilibre passe de I’état stable a 1’état instable.

D’un point de vue écologique, cela signifie que lorsque A < Ag, les deux especes voient
leur densité se rappocher d’un équilibre. Si le parametre A augmente et passe la valeur Ag,
alors cet équilibre devient répulsif, c’est-a-dire que les densités de population se mettent a
osciller autour de la valeur d’équilibre. Il est alors important de savoir si I’amplitude de ces
oscillations augmente avec le temps ou bien si elle est bornée. Nous allons voir maintenant
comment I'amplitude de ces oscillations dépend de A quand ce parametre est proche de Ag
(appelée valeur de bifurcation).

Pour résoudre ce probleme, considérons a nouveau la fonction déplacement, que nous
notons 6(h, A, e). Les changements de signe de cette fonction lorsque h varie indique
la présence de cycles, c’est-a-dire la présence d’oscillations d’amplitudes bornées sur le
portrait de phase. On peut résumer ’ensemble des situations de la maniere suivante :
fixons € et A dans un voisinage de (0,0), alors on distingue quatre cas.

i ) Sid(h, A e) >0, ’amplitude des oscillations augmente.

it ) Sid(h,\ e) <0, amplitude des oscillations diminue.

i111) Si 6(h, A, ) = 0, toutes les trajectoires sont périodiques : I'amplitude est constante.
iv ) Sid(h, A\, ) =0 pour une certaine valeur hg de h, la trajectoire v, passant par hg est
périodique, et les trajectoires passant par h < hg oscillent avec une amplitude bornée par
celle de v, .

Etudions la fonction ¢ du champ obtenu sur la variété centrale. On a vu que lorsque A
est proche de zéro, le le premier coefficient, I (h, \) est proche de zéro (voir le paragraphe
précédent), il est possible que le reste du développement de § soit prédominant. Nous
faisons un changement de parametre pour contourner ce probleme.

Puisque & est fixé a une valeur non nulle ¢ proche de zéro, on pose § = ue, et on

note g = 2_8 Avec ces notations la forme duale du champ sur la variété centrale, apres
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multiplication par la fonction (n',n?) — ﬁ, s’écrit :
we = dH + eny + % + o(e?)

Comme nous 'avons vu précédemment, on peut écrire :

n = (CZInl —|—022n2)dn1 + (Cllnl —|—cl2n2)dn2

_021(n1)2 + ch(nZ)Z

=d 5 } + 22 n2dnt + Mntdn?
217,12 127,232
=d ¢’ (n) -|2-C (n%) } + c22(n2dn1 + nldnz) — dyn'dn?
C21(,1\2 127,232
_J c(n') ;’C (n?) —|—022n1n2} 4 dyntdn?
Posons H'(n! 2) = c21(n1)2;012(n2)2 + ?2n'n? 4 C*. On choisit la constante de telle

n
b
sorte que H'(n',n*) = 0, et on pose :
H.(n'.n*) = H(n',n?) +cH'(n',n?)

On paramétrise alors la section transverse X par les niveaux de H.. On peut donc

écrire la forme duale w. de la maniére suivante :
w. = dH. + edy(M\)n'dn® + &%ny + o(c?)
Or, on a montré que di(\) = Adj + o(\), avec di > 0. Par conséquent, on a :
we = dH. + eAdin'dn® + co(\) + £2n2 + o(c?)
Avec le changement de parametre que 'on a considéré, la forme duale s’écrit finalement :
we = dH. + *pdintdn® + e%ny + o(c?)
D’apres le rappel fait dans le chapitre I1.2, I'application déplacement s’écrit :

Sirzo) == [ (udin'dn? + ) + ofcd)
{H ozh}
2

=g [ (it ) o)
(H=h}
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Déterminons ns. Pour cela, on doit calculer les coefficients w$, a l'aide du procédé

décrit au premier chapitre. Nous donnons le résultat :

5 2 2
oh = | U Xer) e Zbii )
k12‘|’k21 i=1 j=1
PN e
=1
(I1.15) . . ! )
h = e | U Y WRU) 4wl U - Y beh)
12 21 i=1 j=1 =1
2
ot (02 = > B

=1
et onawd, = —w®,. La forme ns s’écrit en fonction de ces coefficients, et son expression
292 12 2 ;

est la suivante :

2 2
[Zzb 1wk U2+ whw? + U;wg)} dn

=1 j=1
2
+ [ D0 DT U2kl +whid + Ul dn?
i=1 j=1

On peut alors remplacer les parametres par leur valeur, et on trouve une expression
de 1y de la forme suivante :

(I1.16)
ma(n',n?) = (abo(n')? + alyn'n? + aby (n?)? ) dn' + (ado(n')? + ayn'n? + ady(n*)? ) dn®

C’est donc une forme polynomiale, dont les coefficients af; sont des réels (positifs ou
négatifs), qui dépendent de la valeur du parametre A\ (ou de i, ce qui revient au méme).
On est alors en mesure de donner une expression générale de la fonction déplacement.

Cette expression est la suivante :

(I1.17)
(o) =—b [ (udlnldn® )+ ofh)
{H=h}

= —¢} // (pdidn' A dn® + dng) + o(cd)
{H<h}

b [ (26— ol + ) - 200t )dn! Ao+ of)
{H<h}

Si gp est suffisamment petit, le signe de § est le méme que celui du premier coefficient

dans le développement en ¢. Notons I(h,\) = j(h,/,L) ce coefficient : on peut en faire un
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développement en h, pour h dans un voisinage de 0, c’est-a-dire pres du point d’équilibre
du champ de vecteurs X .
Le procédé consiste dans un premier temps a se mettre dans le systeme de coordonnées

le mieux adapté, c’est-a-dire celui ou la fonction H se met sous la forme :
(z,y) = 2 +y*

Dans ce systeme de coordonnées, en posant :

{:1; = rcos(d)

y = rsin(f)

I'intégrale sur le domaine {H < h} devient une intégrale sur le disque centré en 0, et
de rayon p = v/h. On développe alors cette intégrale , qui dépend de p et de p, en p. Dans

notre exemple, on montre que ce développement est de la forme suivante :

I(p,p) = c2(p)p* + calp)p* + o(p*)

avec :
i) ca(p) >0 et ea(pr) > 0 lorsque p1 < po
i) ca(p) < 0 et eq(pe) > 0 lorsque 1 > po

p restant dans un voisinage de 1o. Dans le cas 1), I'intégrale est positive pour tout p

ca(p)

ca(p)

voisin de zéro. Dans le cas i7), I'intégrale s’annule pour p voisin de pg = 4/ — , qui est

proche de zéro si p est proche de pg.

La fonction déplacement § est une eg—perturbation de I'intégrale I calculée ci-dessus.
Par conséquent, le nombre de fois que § s’annule est égal au nombre de fois que I s’annule
(pour p proche de zéro), si la dérivée de I par rapport a p aux points d’annulation est non
nulle, et si gg est assez petit (théoreme des fonctions implicites).

Cette bifurcation de Hopf est donc générique : il n’y a pas de cycle au voisinage de
I’équilibre quand le parametre est inférieur a la valeur de bifurcation, et 1’équilibre est
attractant. Des que le parametre passe la valeur de bifurcation, il apparailt un cycle limite
attractant dont le rayon augmente avec le parametre. Nous voyons 'application de ceci

dans l'interprétation écologique, au paragraphe suivant.
I1.4 Interprétation écologique

Dans ce paragraphe, nous donnons une interprétation écologique. Il est clair que

I’exemple numérique choisi n’a pas de sens écologique, mais il faut plutot le considérer
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comme un support qui permet de comprendre comment fonctionne la méthode dans les
cas plus délicats.

Nous avons vu dans un premier temps que lorsque les parametres de (I1.1) sont fixés,
et si ¢ est assez petit, on peut presque toujours (dans un sens que 'on a précisé) donné la
dynamique globale.

Dans un second temps, nous avons étudié la dynamique lorsque 'un des parametres
de la dynamique rapide varie, et passe par une valeur dite de bifurcation. Si ce parametre
varie en croissant, d’apres le modele (I1.14), cela signifie que les prédateurs vont plus dans
la sous-population 1, et on remarque (toujours sur le modele I1.14), que les prédateurs de
cette sous-population sont plus efficaces dans la prédation que les prédateurs de autre
sous-population.

D’autre part, d’'un point de vue dynamique, lorsque le parametre qui varie est en
dessous de la valeur de bifurcation, les densités de populations globales convergent vers
un équilibre. Des que le parametre franchit la valeur de bifurcation, 1’équilibre devient
instable. Les densités se mettent alors a osciller, mais 'amplitude des oscillations est
bornée et elle tend vers celle d'un cycle limite apparu pendant la bifurcation.

On en conclut que lorsque la prédation devient trop forte (valeur de bifurcation), les
densités ne convergent plus vers une valeur d’équilibre, mais se mettent a osciller avec une

amplitude bornée.
I1.5 Développement de la fonction déplacement

Nous avons vu dans les deuxieme et troisieme paragraphes de ce chapitre, que 'on
pouvait avoir besoin de développer la fonction déplacement, et que le premier coefficient
permet de connaitre le signe de cette fonction, si ¢ est assez petit.

Les coefficients de ce développement s’appellent les intégrales de Melnikov, et nous
avons donné 'expression de la premiere en utilisant le lemme de Poincaré. Si cette premiere
intégrale de Melnikov est identiquement nulle, elle ne donne aucune information sur le signe
de la fonction déplacement, et il est utile de calculer la seconde, et ainsi de suite. Dans ce
paragraphe, nous donnons un algorithme permettant de calculer la premiere intégrale non
identiquement nulle. Cet algorithme est une adaptation de celui développé dans [Fr|, par
J.P. Francoise, au cadre qui nous intéresse, c’est-a-dire lorsque la forme duale du champ

de vecteurs que 'on étudie est du type suivant :
we = dH + cwy + ... + eFwp + 0(5’“)
On suppose que les w; sont analytiques sur un voisinage U de 0 dans IR? et que H est une
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fonction de Morse admettant un minimum en 0. On note Ij(h) le coefficient de ¢/ dans le

développement. On montre alors la :

Proposition IL1.5.1 Sous les hypothéses et notations précédentes, et si Ij(h) = 0 pour
tout j inférieur ou égal a k, alors il existe k fonctions analytiques sur U, notées g;, telles

que :
k

Ik—i—l = / (Z Gi-Wk+1—: — wk+1)
{

Remarque : la construction des g;, dont la définition est donnée dans la preuve, est algo-
rithmique.

Pour prouver la proposition, nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 11.5.2 Soit w une I-forme différentielle analytique sur un voisinage U de 0

dans IR* et soit H une fonction analytique de Morse admettant un minimum en 0 sur ce

/ w=0
{H=h}

alors 1l existe deuz fonctions analytiques sur U, g et R, telles que : w = g.dH 4 dR.

voisinage, noté U. S :

Preuve du lemme : on peut supposer, quitte a faire un changement analytique de coor-
2 2
L ;y . Pour des facilités techniques, on utilisera les expressions

r+v—1y
2

données, que H(x,y) =

et 7 = %—13; On définit alors la forme différentielle

complexes : on pose z =

homogene de degré d par :

Wy = Z (aijziEde + bijziEjdE)
i+j=d

ou les a;; et b;; sont les coefficients du développement de w. Ainsi, on peut écrire :

4+ oo
w= g wd
d=1

L’hypothese du lemme implique que l'intégrale de chacune des formes homogenes sur les

niveaux de H est identiquement nulle. En effet, on a :

+oo +oo
/{ de:;/{H:h}deO.

H=h} d=1
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Or chaque terme de la derniere série est un polynome homogene de degré d+1. La série

est identiquement nulle donc chaque terme est identiquement nul. D’apres [Fr], on a :
(/ wqg = 0) = (wd = gd_l.dH + d(Rd_H))
{H=h}

ol gg—1 et (Rq41) sont des polynomes homogenes de degrés respectifs : d-1 et d+1.

On peut calculer les coeflicients de g a l'aide des formules suivantes (voir [Fr]) :

+Oo . .
g(z,z) = Z Z gij2' 7

d=0i+j=d

(1 + Dbiv1,; — (7 + D)ai j+1

gis = it sii #
N (i —J)
gii =0
4+ oo
La série ng_l est clairement convergente et on note ¢ sa somme. On peut identifier la
d=1

série convergente de w a la somme de série suivante :

4+ oo 4+ oo
Z ga—1.dH + Z d(Ra+1)
d=1 d=1

Dans cette somme, la premiere série converge, et la somme est formellement égale & une

série convergente, donc la seconde série converge. Sa somme est notée dR. Par conséquent,
ona:w=g¢gdH+dR.

Ceci termine la preuve du lemme.

Preuve de la proposition : on démontre le résultat par récurrence sur 'indice de la
premiere intégrale de Melnikov non identiquement nulle.

La forme perturbée s’écrit :
we = dH + cwy + 2wy + 0(52)

La premiere intégrale de Melnikov est identiquement nulle si et seulement s’il existe deux
fonctions analytiques au voisinage de 0 dans IR?, g1 et Ry, telles que wy = ¢1.dH + d(Ry).

On en déduit 1’égalité suivante :

(1 —cg1)we = d(H +cRy) + £ (wy — g1w1) + o(?)
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D’ou, en reparamétrant ¥ par les niveaux de H +e Ry, et en utilisant le lemme de Poincaré,
on déduit le résultat de la proposition dans le cas ou k vaut 1.
Faisons alors ’hypothese de récurrence suivante : il existe ¢y, g2 . .. gr—1, k-1 fonctions

analytiques sur U, un voisinage de 0 dans IR?, qui vérifient :

I;(h) —/ Zglw] 11— wj)

Hh}zl

pour tout j appartenant a {1,....k}.
En utilisant cette hypothese pour j=k, et en appliquant le lemme, on obtient ’existence

de deux fonctions analytiques g et Ry, analytiques sur U, telles que :

k—1
—(Z gi-wk—i) +wr = gr.dH + dRy,
i=1
k—1
Donc wy — gx..dH = Zgi-wk—i + dRy,
i=1

Un calcul simple montre que :

k k k
(1— Zgi.gl)wg =d(H + Z{:‘ZRZ‘) + 5k+1(wk+1 — Zgi.wk_i_l_i) + 0(€k+1)‘
=1 =1 =1
Il suffit alors de reparamétrer ¥ pour en déduire le résultat, ce qui termine la preuve

de la proposition.

Remarque : nous n’avons pas eu besoin de cette proposition dans le troisieme paragraphe,
bien que dans ce cas I1(h,0) = 0, parce que dans notre exemple la fonction g du lemme
I1.5.2 était évidente a trouver. L’intérét de cette proposition réside essentiellement dans le
fait qu’elle présente un algorithme, qui peut étre programmeé sur un ordinateur.

Nous concluons ce chapitre en insistant sur le fait que le modele (II.1) est & prendre
comme un exemple ou 'approximation qui consiste a remplacer les fréquences par leur
valeur d’équilibre n’est pas bonne : il faut nécessairement développer la dynamique globale
sur la variété centrale. Nous signalons également que ’ensemble des champs de vecteurs
du plan qui sont structurellement stables est dense dans 'espace des champs de vecteurs
muni d’une topologie usuelle (la topologie de Withney). En d’autres termes, pour la plus

grande partie des modeles a deux populations, les techniques utilisées dans ce chapitre
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servent peu. Cependant, elles deviennent plus courantes lorsqu’on étudie plus de deux
populations.

ax

CHAPITRE 111
EXEMPLES D’APPLICATIONS

Dans ce chapitre, on applique les méthodes décrites dans le premier chapitre a divers
problemes d’écologie. Tous les problemes que 'on considere ont pour dénominateur com-
mun ’hétérogénéité, mais celle-ci est considérée dans plusieurs contextes.

Dans le premier paragraphe, on s’intéresse a la croissance d’'une population isolée,
c’est-a-dire en "absence d’autres populations qui pourraient interagir avec elle d’'une ma-
niere quelconque (mutualisme, compétition, prédation, parasitisme...). On montre par
exemple que si 'espece dispose de deux milieux différents sur lesquels elle peut migrer, en
supposant que I'un des milieux est tres favorable (croissance exponentielle) et que 'autre
est tres défavorable (décroissance exponentielle), alors les migrations peuvent engendrer
une croissance logistique pour la population globale.

Le second paragraphe est consacré aux interactions de type compétition entre deux
especes, pour une meéme ressource. Supposons que l'on crée un milieu en laboratoire
sur lequel les deux especes sont en compétition, de telle sorte que la compétition soit
défavorable a l'espece 1. Supposons également que la méme expérience soit faite avec
un milieu aux caractéristiques différentes, de telle sorte que Uespece 2 disparaisse. Il est
alors logique de penser que des migrations adaptées entre les deux milieux expérimentaux
précédents, vont conduire a la coexistence des deux especes. Une facon de raisonner consiste
a dire que lorsque 'espece 1 a presque disparu sur le milieu 1, alors elle migre sur le milieu
2 qui lui est plus favorable, de sorte que finalement les deux especes se partagent les
ressources. Mais si le deuxieme milieu est également défavorable a 'espece 1, c’est-a-dire
que sur les deux milieux séparément ’espece 1 disparailt, on peut penser que 'espece 1 est
condamnée. Nous allons montrer que les migrations entre les deux milieux peuvent suffir a
conduire a la coexistence des deux especes, c’est-a-dire que ’hétérogénéité du milieu amene

une certaine stabilité.

Le troisieme paragraphe est consacré aux modeles de prédation. Il est composé de trois
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parties distinctes. Dans la premiere nous appliquons la méthode d’agrégation dans le cas
d’un équilibre a I’étude des réponses fonctionnelles : dans un modele de prédation décrite
par des équations différentielles ordinaires, il y a une fonction qui caractérise le nombre
de proies mangées par prédateur et par unité de temps a chaque instant. Cette fonction
s’appelle réponse fonctionnelle, elle traduit la réponse de la densité de la proie en présence
du prédateur. Dans la seconde partie, on montre comment la dynamique rapide peut
provoquer des bifurcations de la dynamique globale, méme lorsque celle-ci est généralement
structurellement stable au premier ordre en . Dans la troisieme partie, on utilise la
deuxieme méthode d’agrégation pour modéliser un systeme prédateur-proie aquatique. Le
prédateur et la proie vivent en milieu aquatique et migrent de facon périodique et rapide

dans la colonne d’eau.

I11.1 Croissance d’une population

ITI.1.1 Croissance logistique

Le modele classique de croissance logistique, proposé par Verhulst en 1838 pour don-
ner une formulation mathématique de ” Essay on the Principle of population” de Thomas

Malthus (1798) (voir [Be]), se met généralement sous la forme suivante :

(IIL.1) fl—’z = an(1 — %)

Le parametre a est le taux de croissance maximale (natalité moins mortalité), K est la
capacité limite du milieu. Lorsque K est élevé, par exemple dans le cas de ressources abon-
dantes, la croissance est quasi-exponentielle. Ce modele décrit essentiellement le fait que
la population entre en compétition avec elle-méme (compétition intra-spécifique), lorsque
les ressources sont insuffisantes. Nous allons montrer dans un premier temps que ce type
de croissance logistique peut s’interpréter de différentes facons. Supposons que l'espece
puisse migrer sur deux milieux de telle sorte que sur le premier milieu (milieu 1), elle
ait une croissance exponentielle (natalité supérieure & la mortalité), alors que le deuxieme
milieu (milieu 2) lui est défavorable (natalité inférieure a la mortalité) : elle y décroit ex-
ponentiellement. Supposons également que les migrations soient rapides par rapport a la
croissance ou a la décroissance de la population; par exemple, on considere une population

qui migre plusieurs fois par jour, alors que l'effet de sa croissance devient sensible au bout
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de quelques semaines. Dans ce cas, on propose le modele suivant :

dn
d—l = Fkigng —kaing +erim
(111.2) T
dTLQ
d— = kzlnl — k127l2 — &rang
-

ou k;; désigne le passage du milieu 7 vers le milieu ¢, n; désigne la densité sur le
milieu ¢ = 1 ou 2, r; désigne le taux de croissance (c’est-a-dire qu’il donne une mesure
de la différence entre la natalité et la mortalité), il est positif sur le milieu 1 et négatif
sur le milieu 2. Notons n la densité globale, n = ny + ng, et définissons les fréquences de

N
population par u; = —. On peut alors écrire la variation totale de population :
n

dn
(I11.3) P e(riuy — raus)n

Si les taux de passage k;; sont non nuls simultanément (le contraire n’aurait aucun
intérét), alors les fréquences tendent rapidement vers un équilibre hyperboliquement stable,
que l'on note (U, Uz). En effectuant le changement d’échelle de temps t = ¢- 7, le systeme

(IT1.3) s’écrit :

d
(IIL.4) d—:‘ = (1 Uy — raUs)n + O(¢)
Si la partie principale (obtenue en posant ¢ = 0 dans (II1.4)) est structurellement

stable, alors le syteme (II1.4) est topologiquement équivalent a sa partie principale, ¢’est-
a-dire que d’un point de vue qualitatif, on peut oublier la perturbation.

Considérons les taux de passage suivant :

-
ka1 = K" +ry—r

(II1.5) b .
ki2 = ro+r——-n

K

avec I’hypothese (Hy) r1 > r, que nous justifierons plus loin. Dans ce cas, ki est
positif pour tout n > 0, et kq2 est positif pour tout n < ng = (1 + %) - K. Lorsque n ne
satisfait pas cette derniere hypothese, on suppose que k13 = 0, de sorte que les taux de
passage sont continus, ainsi que les fréquences d’équilibre. On peut interpréter ces taux de

passage de la facon suivante : si la densité de population augmente mais reste inférieure
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au seulil ng, les individus migrent de plus en plus vers le milieu 2, qui leur est défavorable.
Lorsque la densité atteint le seuil ng, tous les individus vont sur le milieu 2 et ne reviennent
vers le milieu 1 que lorsque la densité globale redescent en dessous du seuil ng; cependant
nous verrons que ce cas ne peut arriver que si 'on introduit des individus.

Déterminons les fréquences d’équilibre. Elles sont solutions de :

Ei2Uy =k Uy = 0
Ui+ U; =1
ce qui est équivalent a :
U o k12 T2 + T(]_ — J}/IX’)
b kiz + kot e+
(I11.6) -
U o k21 1 T2—|—T(1—$/IX)
T kiz + kot e+
si n < ng. Dans le cas contraire, on a Uy = 0 et Uy = 1. L’équation (II1.4) devient
alors :
dn n
III. — = 1——
(TTL.7) dt rn K)

On obtient donc une croissance logistique. C’est un systeme structurellement stable,
donc on peut négliger la perturbation d’un point de vue qualitatif. L’hypothese (H;) a bien
un sens : elle signifie que le taux de croissance global est inférieur au taux de croissance sur
le milieu favorable. Notre modele est donc bien adapté pour montrer comment la logistique
peut provenir de I’hétérogénéité du milieu. Remarquons tout de méme que les taux de
passage choisis ne sont peut étre pas réalistes : le but de ce premier exemple est de montrer
que la croissance logistique peut s’obtenir a partir de la migration entre différents milieux
sur lesquels la croissance est exponentielle. D’autres exemples de migrations donnent une

dynamique de type logistique, en particulier :

k12 = «

ko1 = pBn
Ces taux de passage donnent une équation différentielle qui est le produit de celle
de croissance logistique par une fonction positive, donc les trajectoires solutions sont les
meémes. Nous terminons avec ces deux exemples en remarquant que dans les deux cas,

ce sont les densités globales qui interviennent dans la migration, au lieu des densités lo-

cales. Tout d’abord, signalons que la migration étant rapide, les individus ont rapidement
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une connaissance des densités globales des populations, celles-ci peuvent donc avoir une
influence sur les migrations. Cependant, il est 1égitime de penser que des taux de passage
dépendants de ces densités globales et des densités locales également, seraient plus réal-
istes. Nous ne traitons pas cette situation dans cette partie car les calculs sont un peu
plus compliqués et n’apporteraient des résultats supplémentaires que si les taux de passage
étaient réalistes. Il serait donc intéressant d’avoir des taux de passages expérimentaux, et
de déterminer a partir de ceux-ci la dynamique globale.

Par ailleurs, nous avons montré ci-dessus que la croissance logistique pouvait étre la
conséquence de I'hétérogénéité spatiale. Or, sur un milieu quasiment homogene, une popu-
lation peut avoir une croissance logistique. C’est pourquoi nous proposons maintenant un
mécanisme de croissance logistique fondé sur le changement de comportement de I'individu
et non sur 'hétérogénéité du milieu : on considere une population sur un milieu quasiment
homogene. Supposons que plus les individus sont nombreux sur le site, plus ils passent de
temps a chercher des ressources, et moins ils passent de temps a se reproduire. On consid-
ere alors que la sous-population des individus qui cherchent des ressources a une croissance
négative : il semble évident qu'une population dont les individus n’ont pour unique activité
que la recherche de ressources est condamnée a disparaitre. On subdivise alors la popula-
tion en deux sous-populations qui correspondent aux diverses activités. L’activité 2 est la
recherche de ressources et on met dans la sous-population 1 ’ensemble des autre activités
(se nourrir, s’occupper des petits, etc...). On suppose également que chaque individu peut
changer plusieurs fois d’activité dans la journée, mais que la croissance de la population
globale est en moyenne de l'ordre de plusieurs semaines. Sous ces hypotheses, on propose

le modele (1.2), qui nous "avons vu, donne une croissance logistique.

IT1.1.2 Croissance logistique avec seuil

Dans [EK], les auteurs proposent un modele de croissance d’une population qui suit
une logistique si la densité initiale de population est suffisante, et qui s’éteint dans le cas

ou la densité initiale est inférieure & un certain seuil. Ce modele est le suivant :

dn
dt

K est la capacité limite de la population, c’est-a-dire que si la densité initiale est

(IT1.8) =r-n-(K—n)(n—M)ou K >M

supérieure a I, alors elle décrotit, si la densité initiale est entre M et K alors elle croit vers
la valeur K, et si la densité initiale est inférieure a M alors elle décroit vers 0.
Considérons une population qui puisse migrer sur deux milieux, de maniere rapide

comme dans les exemples précédents. On suppose également que le milieu 1 est favorable
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alors que le milieu 2 est défavorable. On propose alors un modele du type (II1.2), avec des

taux de passage différents. On considere dans cet exemple, les taux de passage suivant :

kor = rm+r(K—n)(M-—n
(I11.9) {klz = ry— TEI&’ - n;EM - n;

ou les constantes K, M et r, vérifient les hypotheses :

- 9 47“1
Hy) : K>M <r < —
(H2) "KM~ T (K - M)
Les hypotheses (Hz) impliquent que l'équation k12 = 0 a une solution positive et une

solution négative. On note n, la solution positive. Avec ces hypotheses et notations, kg
est toujours strictement positif, alors que ki3 n’est positif que si n < ng. On pose alors
ki = 0 si n > n,, ce qui implique que les taux de passage sont continus et toujours
positifs. Interprétons ces taux de passage. Si la densité initiale est inférieure a M mais
qu’elle est de plus en plus élevée, alors ki1 augmente, c’est-a-dire que les individus ont
tendance a migrer vers le milieu défavorable. Si la densité initiale passe la valeur M mais
reste inférieure a la valeur K alors les individus auront tendance a migrer vers le milieu
favorable. Enfin, si la densité initiale devient supérieure a K, plus elle est élevée et plus
les individus auront tendance a revenir sur le milieu défavorable.

Les conditions d’existence de fréquences d’équilibre sont satisfaites, et un simple calcul

donne le systeme suivant :

U - k12 o or r(K —zx)(x — M)
(IIL.11) b kig +kay 1+ T2
' ko1 ro +r(K —x)(x — M)
Uy = ——MM— = 1-—
k12 4 ko1 1+ T2

En remplacant les fréquences d’équilibre dans le systeme (I11.4), on obtient le modele
de croissance logistique avec seuil (IIL1.8), qui est structurellement stable, et on peut la
encore oublier la perturbation, d’un point de vue qualitatif.

Il est également possible d'interpréter ce résultat en terme de changements d’activités,
en supposant que si la densité initiale est trop faible, ’activité essentielle des individus est
la recherche d’'un partenaire pour la reproduction par exemple, et donc la croissance est
négative. Si la densité initiale est supérieure a M, on se retrouve dans le cas du premier
exemple : nous obtenons une croissance logistique.

Signalons a nouveau que dans cette partie, les taux de passage ne dépendent que des
densités globales. Les mémes remarques que dans le cadre de I’"équation logistique sont

valables ici.
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I11.2 - La compétition

Au cours de la compétition entre deux especes, il y a généralement deux scénarii
possibles : soit I'une des deux espéces disparait (compétition forte), soit les deux especes
coexistent, en général a densités constantes (compétition faible). Le modele classique de
Lotka-Volterra, sur lequel nous proposons un rappel dans le paragraphe suivant, permet
de décrire assez simplement les deux cas précédents, en tenant compte de la compétition
intra-spécifique et de la compétition inter-spécifique. Un inconvénient majeur de ce modele
est que les parametres qu’il contient sont des constantes. On peut les déterminer par des
méthodes statistiques par exemple, en fonction du milieu. Ils sont alors fixés pour un
milieu donné. Ainsi le modele classique de Lotka-Volterra de compétition, ne prend pas
en compte 'hétérogénéité du milieu et des comportements des individus.

Ce paragraphe est composé de trois sous-paragraphes. Dans le premier, nous faisons
un bref rappel sur le modele classique de Lotka-Volterra. Dans le second nous pro-
posons un modele construit a partir du modele de Lotka-Volterra, et dans lequel on
ajoute I’hétérogénéité du milieu et des comportements, nous décrivons ce modele et nous
I’étudions. Le troisieme sous-paragraphe est consacré a la mise en évidence des effets de
I’hétérogénéité spatiale ou comportementale. On traite respectivement les cas ou les mi-
grations sont constantes, ratio-dépendantes et densités-dépendantes. Le dernier exemple
est la construction, a partir du modele de Lotka-Volterra sur deux milieux, d’un modele
de compétition qui présente deux équilibres stables dans le quadrant positif. Il y a alors

deux points de coexistence : un point a basses densités, un point a hautes densités.
I11.2.1 - Rappels sur le modéle de Lotka-Volterra

Ce modele a été développé sur la base de la croissance logistique. Le terme de compéti-
tion est quadratique, ce qui signifie que son effet est proportionnel au nombre de rencontres.

Les équations sont données par le systeme suivant :

b
& = ra(l - ;j — I”l Y)
(111.12) o
go= ray(l— - b—zl')
K, K,

Il y a quatre portraits de phases possibles (& équivalence topologique pres).

i)i<b—26ti>b—1‘

K, Ko Ko Ky

d’équilibre dans le quadrant positif. La compétition inter-spécifique de l'espece 2 sur

dans ce cas, 'espece 1 élimine 'espece 2. Il n’y a pas

I'espece 1 a un effet inférieur a celui de la compétition intra-spécifique de 'espece 2. La
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compétition inter-spécifique de 'espece 1 sur espece 2 est supérieure a la compétition
intra-spécifique de 'espece 1. Par conséquent, 'espece 2 subit une forte compétition inter-

spécifique et finit par disparaitre.

1) = bo 1 b deqne Aim F )

ii) e et <1 dans ce cas, 'espece 2 élimine l'espece 1. Il n’y a pas
d’équilibre dans le quadrant positif. Le mécanisme est le méme que celui décrit précédem-
ment.

i) L by 1 by ’ e i 7

iii) o < & et 7 < & ¢ dans ce cas, 'une des deux especes disparait, selon les

conditions initiales. Il y a un équilibre instable dans le quadrant positif : c¢’est un point
selle. Pour les deux especes, la compétition inter-spécifique exerce une forte pression, et, en
gros, l’espece la plus importante initialement, résiste jusqu’a 'extinction de l'autre espece.

iv) Al—l > 2—22 et i > 2—11 : dans ce cas, les deux especes coexistent. Il y a un équilibre
stable dans le quadrant positif qui est tout entier le bassin d’attraction. Pour les deux
especes, la compétition inter-spécifique exerce une faible pression.

Il est intéressant de faire le changement de coordonnées suivant :

X = ;f

(I11.13) .
Y = 2

K,

qui permet une étude plus facile du modele. En effet, dans ces nouvelles coordonnées,

le modele s’écrit :

. = nxiox ooy

y = TQY(]_—Y—CQ'X)

bi I ”]‘
K;

avec ¢; = , pour j # i.

Le cas i) correspond donc a ¢; < 1 et ¢z > 1, le cas ii) correspond & ¢; > 1 et ¢3 < 1,
le cas iii) correspond & ¢; > 1, pour i=1,2, et le cas iv) correspond a ¢; < 1, pour i=1,2.
Cette transformation s’appelle la renormalisation du modele de compétition.

Nous ne nous attarderons pas plus sur ce modele qui est bien connu et dont "analyse
est dans [Mu] par exemple. Nous proposons maintenant un modele qui tient compte des

hétérogénéités.
I111.2.2 - Présentation du modele et réduction

Comme précédemment, on considere des populations que nous subdivisons pour pren-
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dre en compte 'hétérogénéité. Nous proposons le modele complet suivant :

dz

d—Tl = k%2$2 _k%ﬂ?l +erar(l — a1 —c11y1)

dl’z kl kl

dr = 2171 — Ri2T2 + €r1:1?2(1 — Ty — Clzyz)
(IT1.15) p

% = k%zyZ —k§1y1 —|—€7“2y1(1 — U —02151?1)

W kg 2 1

g ¥ Ry +eraya(l — y2 — ca22)

ou x; et y; désignent les densités des especes 1 et 2 respectivement sur les sites 1 et
2. On a supposé dans ce modele, ou I’hétérogénéité considérée est spatiale, qu'un individu
sur le milieu 1 n’interagit pas avec un individu du milieu 2.

On note z la densité totale de la population 1, y celle de la population 2, u; = =t et
v; = % les fréquences de sous-populations sur chaque site. Supposons que la partie rapide
(donnée par (II1.15) et ¢ = 0) admette un équilibre hyperbolique en fréquence, que nous

noterons (U, Uz, V1, V3). D’apres le théoreme de Variété Centrale, on a :

dz T by

@ - L 0
dt rlx( I(l I(l y) + (5)
(I11.16) 0 :
) Y 2
Yo L 0
7 roy( N I z) 4+ O(e)

N N 7 N M
ou les parametres sont donnés par le systeme suivant :

1
o (Uh)? + (U2)?
1
o = (V1)? + (V2)?
2
(IT1.17) b,
e = c1tU1 Vi 4 12U Vs
by
E = U1 Vi 4 22U Vs
ett =e¢r.

Il est évident que lorsque les taux de passage du systeme (II1.15) sont constants,
c’est-a-dire lorsque la dynamique rapide est linéaire alors les fréquences d’équilibre, qui
sont des fonctions de ces taux de passage, sont constantes. Il en résulte que la dynamique
globale (donnée par le systeme (II1.16)) est structurellement identique a la dynamique
lente, c’est-a-dire celle qui existe sur chaque site séparément. Par conséquent, dans ce

cas particulier, notre modele n’est rien de plus qu'un modele de Lotka-Volterra dont les
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parametres dépendent de la migration. Les taux de passage peuvent aussi dépendre des
fréquences (nous verrons le sens biologique qu’il faut donner a cette hypothese théorique),
on peut imaginer qu’il y ait plusieurs fréquences d’équilibre stables. Dans ce cas, les
conditions initiales de répartition des especes sur chaque milieu auront une importance
fondamentale sur la dynamique globale des populations. Enfin, il est possible que les taux
de passage dépendent des densités totales comme nous ’avons vu pour les modeles de
croissance d’'une population. C’est pour cette raison que nous n’effectuons pas a priori de
renormalisation du modele sur la variété centrale, les coefficients qui apparaissent dans ce
modele ne sont pas systématiquement des constantes. Dans le paragraphe qui suit nous
montrons les conséquences de chacun de ces cas sur la dynamique globale.

ae
I11.2.3 - Effets de la migration
Migrations aléatoires

M 7 N\ . 7 . . .
Considérons un systeme de deux populations en compétition, pouvant migrer chacune
. . 7 7 N M
sur deux sites, tels que sur chacun pris séparément, les deux especes peuvent coexister.
Dans cet exemple, on suppose que les migrations sont aléatoires, c¢’est-a-dire que les taux
de passage sont constants et par conséquent les fréquences d’équilibre sont constantes.
L’hypothese de coexistence se traduit par le fait que les coefficients ¢;; sont strictement
inférieurs a 1. Pour avoir la coexistence avec les migrations, il faut et il suffit d’avoir les

conditions suivantes :

(I11.18) { (U1)2 4+ (U2)? > el Vi + 22U Vo

(V1)2+ (12)? > c11UiVi + c12U2 Vs

Or, méme lorsque ¢;; < 1 pour tout (¢, 7), le systeme (II1.18) n’est pas toujours vérifié.

La preuve en est I’exemple numérique suivant :

C11 = 0.1
C21 = 09
(II1.19) o = 02
C29 = 0.9

avec les taux de passages constants suivants :

Eoulir
DNt
= W
Il
—_

(I11.20)

o
o
o

I

)

Ne)
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Ces taux de passage donnent une dynamique rapide avec une fréquence d’équilibre
pour chaque espece. Les fréquences d’équilibre sont hyperboliquement stables et leur valeur

est :

(U1, Uy) = (0.75,0.25)

pour la population 1, et :
(V1,V2) = (0.9,0.1)

pour la population 2.

En utilisant les résultats rappelés dans le paragraphe II1.2.1, appliqués a ces parame-
tres, on en conclut que si les deux especes sont completement sur le site 1, sans migration,
alors elles coexistent; on conclut de méme si elles sont toutes les deux completement sur
le site 2, sans migration. Des lors que les migrations interviennent, les résultats sont
modifiés. En effet, un simple calcul consistant a remplacer dans (II1.18), les parametres
par leur valeur, montre que la premiere inégalité de (III.18) est inversée, ce qui signifie
I'extinction de 'espece 2. Ainsi, si lors d’expérience en laboratoire, on crée un milieu du
meéme type que le milieu 1, on constate que les deux especes coexistent, et si on crée un
milieu semblable au milieu 2, on aboutit aux mémes conclusions. Mais en milieu naturel,
qui est une combinaison des différents milieux homogenes, il peut y avoir extinction de
I'une des deux especes.

D’autre part, si on considere 'exemple numérique précédent, en inversant les taux
de migrations de 'espece 1, alors les fréquences d’équilibre sont inversées. Dans ce cas,
le méme petit calcul que précédemment montre que les deux especes peuvent coexister,
méme avec les migrations.

Sur le méme principe, on peut avoir deux especes en compétition sur un milieu supposé
homogene (en laboratoire, par exemple) tel que l'espece 1 disparait. Sur un deuxieme
milieu supposé homogene également, mais différent du premier, la compétition entre les
deux especes conduit encore a 'extinction de 'espece 1. Il semble alors évident que 'espece
1 va disparaitre, puisque tous les milieux lui sont défavorables. Pourtant, si les deux especes
peuvent migrer rapidement entre les deux milieux, alors il peut y avoir coexistence. En

effet, 'extinction de 'espece 1 sur chaque milieu séparément se traduit par :
c11 > 1, Cig > 1, Coq1 < 1, Cc99 < 1

Or ces conditions ne sont pas incompatibles avec le systeme (II1.18), qui assure la coexis-

tence avec les migrations. La preuve en est l’exemple numérique suivant :

C11 = 1.2
C12 = 1.1
(II1.21) S
C29 = 0.6
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avec les migrations aléatoires suivantes :

(I11.22) a2 o
K2, = 0.9

Ces taux de passage donnent les fréquences d’équilibre suivantes : (Uy,Uz) = (0.9,0.1)
et (V1,V3) = (0.1,0.9), c’est-a-dire que les deux especes se partagent pratiquement l'espace,
c’est-a-dire les ressources, et un simple calcul permet de voir que le systeme (IIL.7) est

vérifié, c’est-a-dire qu’il y a coexistence.
Migrations ratio-dépendantes

Dans cette partie, on utilise des taux de passage ratio-dépendants, c’est-a-dire qui
dépendent de la proportion des sous-populations sur les sites : si un individu d’une espece
dominée au cours d’une compétition arrive sur un milieu ou 'espece dominatrice est plus
abondante que dans le milieu d’ou elle vient, alors elle peut avoir tendance a retourner
dans le premier milieu. Dans cette situation, la migration dépend de la proportion des
especes sur chaque milieu. Il y a d’autres exemples possibles. Nous en donnons un.

Considérons deux populations sur deux milieux différents, de telle sorte que 'espece

2 migre aléatoirement, alors que l'espece 1 a une migration donnée par les taux de passage

suivants :
E, = Clt¢=§
I11.23 12
( ) {kfh = (m)’—a-u+p
Les fréquences d’équilibre sont alors solutions de :
U —a- U4+ (§+B)U+6 = 0
(I11.24) { U, = 1- U,

Il est clair que la premiere équation de (II1.24) peut avoir trois solutions, dont deux
stables et une instable. Dans ce cas, la répartition initiale des populations sur les deux
milieux aura une grande importance. En effet, on a vu dans le sous paragraphe précé-
dent, que les fréquences d’équilibre jouaient un role déterminant sur la dynamique globale.

[lustrons ceci par 'exemple suivant :

(I11.25) a =




qui correspond a un scénario que nous décrivons ci-apres. Si initialement la proportion
d’espece 1 sur le milieu 1 est plus élevée que sur le milieu 2, les individus de cette espece
ont tendance a rester sur le milieu 1. Par contre, si la proportion initiale d’espece 1 est plus
élevée sur le milieu 2 que sur le milieu 1, les individus de cette espece ont tendance a aller
sur le milieu 2. En résumé, les individus ont un comportement aggrégatif indépendant du
milieu.

Dans cet exemple, les fréquences d’équilibre sont au nombre de trois pour 'espece 1,
avec deux équilibres stables qui sont (U, Uz) = (0.25,0.75) et (U1, Uz) = (0.75,0.25), et un
équilibre instable qui est (U1, Uz) = (0.5,0.5). Siles taux de passage de l'espece 2 sont tels
que (V1,V2) = (0.9,0.1), et les ¢;; sont ceux de (II1.19), comme dans le sous-paragraphe
précédent, on en conclut que si initialement, la proportion d’individus de ’espece 1 est plus
importante sur le milieu 1 alors 'espece 2 disparait. Mais si initialement, la proportion
d’individus de D'espece 1 est plus importante sur le milieu 2 alors il y a coexistence. On
voit done bien comment intervient la répartition initiale des populations sur chaque milieu

dans la dynamique globale.
Migrations densité-dépendantes

Dans ce sous-paragraphe, on montre 'influence de la densité-dépendance des taux de
passage, c¢’est-a-dire de la dépendance des taux de passage par rapport aux densités totales.
Nous rappelons que ceci sous-entend que les individus qui migrent ont une connaissance
des densités globales, ce que I'on peut admettre puisqu’on suppose que les migrations sont
rapides, et par conséquent que les individus peuvent rapidement avoir une connaissance
réguliere des différents milieux, et finalement des densités globales. On suppose également
que chaque milieu est quasiment homogene, c’est-a-dire que la compétition peut y étre
modélisée par un systeme de Lotka-Volterra.

On considere deux populations qui sont en compétition et qui peuvent migrer rapide-
ment sur deux milieux, de telle sorte que les fréquences arrivent a un équilibre. Siles taux
de passage sont densité-dépendants, il en est de méme pour les fréquences d’équilibre, et
donc pour les parametres qui sont définis par (II1.6). On obtient donc un modele qui n’est
plus semblable au modele de Lotka-Volterra.

A partir de ces hypotheses, on montre comment les migrations peuvent conduire a un
double équilibre dans le quadrant positif. Ceci signifie une coexistence a basses densités,
et une coexistence a haute densités.

Pour les deux populations en compétition, on propose un modele du type (II1.15). Les

migrations de 'espece 2 sont supposées constantes, de sorte que les fréquences d’équilibre
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(V1,V2) sont constantes. Quelles que soient les migrations de l'espeéce 1, on obtient un
modele réduit du type (II1.16), ou le parametre Ky est constant et ne dépend que des
fréquences d’équilibre de l'espece 2, ainsi que 'indique son expression dans (II1.17). On

suppose également que les coefficients ¢;; vérifient :

1
0 < e11 < Vi L,
1
0 < 91 < vl
(II1.26) )
0 < c¢12 < V, I,
1
0 < 99 < vz

Avec ces hypotheses, si ¢y - Vi > c12 - Vo et co1 - Vi < ¢92 - Vo, alors on a la double

inégalité suivante :

< Koe1 V1 —1 k2012V2 —1

I11.27 <
( ) Koeo1Vh —1 KocooVy — 1

On peut alors supposer qu’il existe deux réels = et 7 tels que :

Kye Vi —1 _ N kZCIZVZ -1
T <x<

I11.28 < —_—
( ) IX’2021V1 -1 .[(2022‘/2 —1

Soient les taux de passage de l'espece 1 définis par :

(I11.29) ki, = Ccte = [ sia<lz
KL, = B+k-7) siz >z

Ainsi définis, les taux de passage sont C>. Les parametres «, 3,k et ¢ sont supposés

vérifier la double inégalité :

(T11.30) B<<a<<f+kexp(——)

T —x

ou la deuxieme inégalité n’est valable que si + > x. Avec ces hypotheses, que nous
interprétons plus loin, le modele réduit peut présenter au moins deux équilibres, a des

densités différentes. Nous le démontrons apres avoir introduit une derniere notation.
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Soient n; = 2 et - a .
olent i = G €t 1a(v) = ()

[e3
Remarquons que si & > & alors on a nz(x) < n2(3) = ns.

Il y a deux cas distincts :
i)a < x: dans ce cas, ki, = 3 et par conséquent les fréquences d’équilibre de

Iespe d : 1 i :
espece 1 sont données par les expressions :

(a4

U, = = 1- 0(771)
(I11.31) atp
Uy, = 1-U; = O(m)

Le systeme (II1.17) nous permet de calculer les parametres du modele réduit, qui est

du type (II1.16). Leur expression est :

1
= 140

9 + O(m)

1

o = (V1) + (V2)?
(I11.32) 52

Kll = Vi +0(mn)

2 40

K, Vi + O0(m)

Il en découle que 'expression du champ X sur la variété centrale est défini par :

d
d_x = riz(l —2 —ciViy) + O(n) + O(e)
t

(IIL.33)
W y(l— 2y — enVia) + O(m) + O(e)
pri roy sz 21 V1 m

D’apres les hypotheses du systeme (II1.15), on déduit que le champ X;, obtenu en
posant ¢ = n; = 0 dans (II1.22), admet un point fixe dont I’abscisse est :

Kgcuvl -1

T =
IX2021V1 -1

Cet équilibre, qui est dans la région {@ < z} est hyperboliquement stable. Par con-
séquent, si 77 et ¢ sont suffisamment petits, le champ X a un équilibre hyperboliquement

stable dans la région :

Ry ={(v,y,) € R’/ y>0, 0<a <z}
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ii) @ > & : dans ce cas, les fréquences de l'espece 1 sont :

(I11.34) {g; = 10(—7728(772)

Le systeme (II1.17) nous permet de calculer les parametres du modele réduit, qui est du

type (III.16). Leur expression est :

= 140
9 + O(n2)
1
o = )P+ 0%)
(I11.35) ; ?
Kll = c12Va + O(n2)
b Tt O
K, = C22V2 72
Il en découle que 'expression du champ X sur la variété centrale est défini par :
dx
s riz(l —x —c1aVay) + O(n2) + O(e)
1
(I11.36) J 1
)
- = 1— — ¢99 V; 0 0
at r2y( 0, y — cnVaz) + O(nz) + O(¢)

D’apres les hypotheses du systeme (II1.26), on déduit que le champ X», obtenu en posant
e =ng = 0 dans (II1.33), admet un point fixe dont ’abscisse est :

_ KooV — 1

Tg= —————
2 KocooVy — 1

Cet équilibre, qui est dans la région {@ > &} est hyperboliquement stable. Par con-

séquent, si 72 et ¢ sont suffisamment petits, le champ X a un équilibre hyperboliquement

stable dans la région :

Ry={(z,y.) e R’/ y >0, x> &}

Finalement, on en conclut que le champ de vecteurs obtenu sur la variété centrale a
au moins deux équilibres attractants, dont 1'un est dans R; et l'autre est dans R;. Dans
chacune de ces deux régions, ’équilibre est unique. D’autre part, plus 17 et ny sont proches
de zéro, plus la distance entre Ry et R, peut étre choisie petite.

De cette maniere, on a un modele de compétition avec coexistence des deux especes,

malis les densités a 1’équilibre dépendent des conditions initiales.

Remarque : pour des raisons de simplicité, on a choisi de travailler avec des taux de

passage qui se modifient au voisinage d’une droite (dont ’équation est @ = #). On peut
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faire le méme type de raisonnement pour une courbe d’équation f(x,y) = 0 par exemple,
en procédant comme suit : étant donné un réel positif proche de zéro, noté 4, on construit
un équilibre positif dans la région f(x,y) > ¢ et un équilibre dans la région f(x,y) < 0
en utilisant la méme technique que dans 'exemple ci-dessus. Ceci nous permet d’avoir a
nouveau un équilibre a hautes densités, et un équilibre a basses densités, mais avec des

taux de passage certainement plus réalistes.
I11.3 La prédation

Nous donnons dans ce paragraphe trois applications des méthodes de réduction aux
modeles de prédation. Les deux premieres se situent dans le cadre d’un équilibre pour la

dynamique rapide, la troisieme est un exemple d’oscillations rapides.
IT1.3.1 Emergence de propriétés : la réponse fonctionnelle

La réponse fonctionnelle d'un systeme prédateurs-proies est le nombre de proies
mangées par prédateur et par unité de temps. C’est une grandeur qu’on interprete générale-
ment comme la conséquence d’un phénomene de comportement (voir [Al]).

Dans ce sous-paragraphe, on montre comment 1’émergence de propriétés de la dy-
namique individuelle peut étre appliquée a la construction de réponses fonctionnelles glo-
bales ([Mi]). En effet, il est difficile de construire cette réponse fonctionnelle sans tenir
compte du comportement des individus. Dans le modele de Lotka-Volterra, les auteurs
supposent que le nombre de proies mangées par unité de temps a chaque instant, est pro-
portionnel au nombre de rencontres prédateur-proie, ce qui sous-entend deux choses : la
probabilité, pour un prédateur, de rencontrer une proie est partout la méme, et d’autre
part, des qu'un prédateur rencontre une proie, il la mange.

Ce raisonnement ne tient évidemment pas compte de I’hétérogénéité du milieu. En
outre, comme le fait remarquer Holling dans [Hol], le raisonnement précédent ne tient pas
compte de la saturation physiologique du prédateur. En d’autres termes, il ne prend pas
en compte I’hétérogénéité des comportements : un prédateur ne se comporte pas avec une
proie de la méme maniere lorsqu’il est affamé et lorsqu’il est repus. Holling propose une
réponse fonctionnelle qui sature lorsque le nombre de proies augmente.

De plus, on peut supposer, comme dans [Bed], que la réponse fonctionnelle sature
également lorsque le nombre de prédateurs augmente, c’est-a-dire que lorsqu’il y a de plus
en plus de prédateurs, ceux-ci se partagent les proies.

On propose un modele tenant compte des effets de 'hétérogénéité spatiale, des com-
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portements individuels, des échelles de temps différentes pour la dynamique individuelle
(plus rapide) et la dynamique globale (plus lente). On divise & nouveau les populations en
sous-populations qui correspondent a une division de ’espace en milieux quasi-homogenes,
et a des classes de comportements homogenes. Pour chaque sous-population, on prend le
modele de Lotka-Volterra. On suppose également que les changements d’activités ou de
milieux sont rapides par rapport a la dynamique globale de la population.

Pour des raisons de simplicité, on se limite encore une fois au cas ot chaque population
se divise en une ou deux sous-populations. On utilise les notations suivantes : n désigne
la densité des proies, p est celle des prédateurs, n; est la densités des proies dans la sous-
population z, p; celle des prédateurs dans la sous-population j. Dans notre exemple, les

sous-populations correspondent a différents milieux. On considere le modele suivant :

dn

d—Tl = kiyng — kyiny + e ni(f(n,ni,n2) — bipr)

dn

d—2 = kny — kiyng +e-na(f(n,ni,n2) — bapa)
(I11.37) &

el kVyp2 — kY ip1 — e - pr(p— e biny)

d

% = k§1pl —kfzp2—5‘l?2(/~b—€'bznz)

ou f(n,n1,nz2) est le taux de croissance de la proie : il n'intervient pas dans la réponse
fonctionnelle. p désigne le taux de mortalité du prédateur, £ est le taux de passage des
proies du milieu j vers le milieu 7, kfj est celui des prédateurs, e est 'efficacité de conversion
de proies en prédateurs.

D’apres le théoreme de variété centrale, la dynamique globale est donnée par le systeme

suivant :
d _
(IIL.38) o = nlFn UL D) = (Ui £ s Va)p) + O(e)
' d
d—lt) = —P(M—e-(anlVl +62U2V2)n)_|_0(€)

ou U; est la fréquence d’équilibre de la proie sur le milieu i et V; est celle du prédateur.

Par conséquent, la réponse fonctionnelle totale, a des termes d’ordre ¢ pres, est :
g(n,p) = (01U Vi + 02Uz Vo)

Les fréquences d’équilibre s’expriment a ’aide des taux de passage de la méme maniere

que dans les paragraphes précédents :

kn
Ul = n - n
klZ}:}; k21

Vl — 12
ks + k3

U, = 1-04

V, = 1-1
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Par conséquent, si les taux de passage sont constants (migrations aléatoires), alors les
fréquences d’équilibre sont des constantes, et la réponse fonctionnelle est proportionnelle
a la densité des proies : c’est celle de Lotka-Volterra.

Supposons que les changements de milieu soient densité-dépendants : la réponse fonc-
tionnelle est alors modifiée. Nous allons voir quels types de taux de passage donnent les
réponses fonctionnelles de Holling, de Beddington et de Arditi ([A1]...[A4]).

& Il existe bien sur d’autres réponses fonctionnelles, c¢’est-pourquoi nous donnons
un procédé de constructions de ces réponses assez général. Etant donnée une réponse

fonctionnelle g(n, p), on considere I’équation :
(11139) g(n,p) = blU1V1 + bQUQVQ
ou les inconnues sont U; et V. Posons k% = % avec o dans {n,p}. Les inconnues sont
12

alors les £*. On a dans ce cas un systeme contenant une équation et deux inconnues, il
peut alors y avoir plusieurs solutions. De plus, si le nombre de sous-populations augmente,
il en est de méme pour le nombre d’inconnues. Donc il peut y avoir plusieurs scénarii
possibles pour une méme réponse fonctionnelle.

Cependant, si ’on est capable de mesurer les taux de passage, alors pour ces taux, il

y a unicité de la réponse fonctionnelle correspondante. Nous traitons maintenant quelques

réponses fonctionnelles classiques.
La réponse fonctionnelle de Holling
La réponse fonctionnelle de Holling ([Hol]) est définie par I’expression suivante :

an

c+dn

g(n,p) =

L’équation (II1.39) s’écrit alors :

a

c+ dn

bo(1—Uy = Vi) + (b + b2)U V1 =

. v . N
ce qui est équivalent a :

bl + bzknkp a
I11.4 =
( 0) (I+k")(L+kP) c+dn

Comme on I'a remarqué précédemment, le nombre d’inconnues est plus grand que le
nombre d’équations : il faut donc faire un choix. On propose par exemple le scénario

suivant : le milieu 1 est un milieu ou la proie est soumise au prédateur, alors que le
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milieu 2 est un refuge pour la proie. La sous-population 2 du prédateur est constituée des
prédateurs qui ne chassent pas : on a donc by =0
Supposons de plus, dans un premier temps, que la migration de la proie soit aléatoire,

c’est-a-dire que k" soit une constante. L’équation (II1.40) devient alors :

A a

1+kr  cddn

ou la constante A est définie par A = 1—|li1k" On en déduit que si kP est de la forme :
(I11.41) kP = o + (nq

ou les parametres a et  sont positifs, alors la réponse fonctionnelle est une réponse
fonctionnelle de Holling. Or les variations de kP indiquent comment les prédateurs se
répartissent entre leur refuge et le terrain de chasse. Si kP augmente, la proportion de
prédateurs qui ne chassent pas, augmente : les prédateurs chassent de moins en moins.
D’apres lexpression (II1.41), on constate que lorsque la densité des proies accessibles aug-
mente, le prédateur chasse de moins en moins : il n’a pas de difficulté a trouver de proies.
Dans cet exemple, la migration dépend des densités locales.

On retrouve également 1'idée de Holling sur la saturation physiologique du pré-
dateur : dans l’état 1 (chasse), le prédateur rencontre de plus en plus de proies et mange
toutes les proies qu’il rencontre, donc s’il sature, il cesse de chasser (état 2).

Enfin, cette réponse fonctionnelle peut étre interprétée comme la conséquence d’une
défense de groupe : 'augmentation de la densité des proies dissuade le prédateur de chasser.

Il y a bien sur d’autres manieres d’obtenir cette réponse fonctionnelle, mais nous nous
bornerons a un dernier exemple car il nous parait simple : supposons que le prédateur ne
puisse pas aller sur le milieu 2, qui est un refuge pour la proie, c’est-a-dire que k? = 0. Si
k™ = a + (n alors la réponse fonctionnelle est de type Holling, mais l'interprétation est
tres différente de celles que nous avons vues précédemment, et elle est plus discutable. En
effet, les taux de passage précédents signifient que lorsque la densité des proies augmente,
celles-ci ont tendance a rentrer au refuge, ce que 'on pourrait expliquer par le fait que
lorsqu’elles sont nombreuses, les proies sont plus visibles par le prédateur. Elles sont plus
vulnérables sur le milieu 2 et restent donc sur le milieu 1.

Nous insistons a nouveau sur le fait que les taux de passage que nous proposons sont
des exemples théoriques qui permettent de retrouver exactement, a partir de I’hétérogénéité
et de la loi d’action de masse, des réponses fonctionnelles classiques. Il est tres souhaitable
par la suite d’utiliser des migrations expérimentales afin de tester le modele de la dynamique

globale.
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La réponse fonctionnelle de Beddington
La réponse fonctionnelle de Beddington ([Bed]) est donnée par l'expression suivante :

an

g(nap) = m

Comme dans 'exemple précédent, on traite deux exemples. Le premier est un cas ou
la migration de la proie est aléatoire entre les deux états; dans le deuxieme, c’est celle du
prédateur qui est aléatoire. On suppose toujours que 1'état 1 du prédateur est la chasse,
tandis que dans 1’état 2, le prédateur ne chasse pas. Le milieu 2 est un refuge pour la
proie; sur le milieu 1, la proie est chassée.

Dans ces deux exemples, puisque by = 0, I’équation (II1.39) s’écrit :

bl a

1+ kM) (1 +kP)  c+dn+kp

Si la migration de la proie est aléatoire, et si la migration du prédateur est telle que :
kP = o+ fny +9p

alors on obtient une réponse fonctionnelle de Beddington. L’expression de kP s’inter-
prete de la facon suivante : lorsque le nombre de proies accessibles augmente, le prédateur
chasse de moins en moins, on en revient a l'exemple précédent (réponse fonctionnelle de
Holling). Si la densité de prédateurs augmente, ceux-ci se partagent la proie : ils chassent
moins.

Si la migration du prédateur est aléatoire, et si celle de la proie est telle que :

k" =a+4Bn+q9p

alors on obtient également une réponse fonctionnelle de Beddington. Dans ce cas, on
doit interpréter la migration de la proie. Plus la densité de la proie est élevée, plus celle-ci
reste au refuge (voir la réponse de Holling ci-dessus). Sila densité du prédateur augmente,
alors la proie reste au refuge : en fait elle sort souvent (migrations rapides) mais constate

la présence importante de prédateurs, et rentre rapidement au refuge.
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La réponse fonctionnelle de Arditi

La réponse fonctionnelle de Arditi ([A1]) est donnée par l'expression suivante :
an

g(nvp) = m

On remarque que cette réponse est un cas particulier de celle de Beddington (cas ou
b est nul). Ceci signifie que l'on peut la voir comme un cas limite ot b est négligable
devant dn + kp. On peut alors reprendre les taux de passage de ’exemple précédent, en
prenant o négatif, mais négligeable devant Gn + ~p et tel que 1+ « soit négligeable devant
On+~p. De cette maniere, a un terme négligeable pres, on obtient la réponse fonctionnelle
de Arditi. On peut 'obtenir de maniere exacte en posant a = —1.

L’intérét de cette réponse fonctionnelle, est qu’elle n’est fonction que d’une seule
variable : %. Ceci intervient de fagon intéressante sil’on s’'intéresse a des réseaux trophiques
([A1], [A2], [A3]), ou le nombre de populations devient élevé, et ol il est nécessaire de faire
de telles simplifications.

On en conclut que la réponse fonctionnelle de Arditi est la traduction d’un phénomene
de partage de la proie par le prédateur, comme dans le cas de la réponse de Beddington.

Nous ne développons pas d’autres exemples ici bien que le nombre de réponses que
donne notre modele soit élevé : il est plus intéressant de construire ces réponses a partir de
taux de passage connus. Cependant notre méthode permet de comprendre quels doivent
étre les types de comportements des populations que 'on étudie, pour que la réponse

fonctionnelle ait une forme donnée.
IT1.3.2 Bifurcation de la dynamique globale

Ce second exemple est une illustration de l'influence de la répartition des popula-
tions dans les différentes sous populations. On montre que lorsque ces répartitions varient
contintiment, on peut avoir une bifurcation de Hopf sur la variété centrale. La différence
essentielle avec 'exemple du deuxieme chapitre est qu’ici, le modele obtenu sur la variété
centrale, pour € nul, est structurellement stable en général.

Les notations sont les mémes que dans le sous-paragraphe précédent. On suppose que

la proie et le prédateur migrent sur 2 milieux différents. Le modele que 'on considere est

le suivant :
dn; 2 n : n;
dr - Zkijnj - Zkﬂm + €ni(r(1 — K<> _ bi}%‘)
(11142) d | ]:1 ) ]:1 ,
dzj_l = Z kfjpj - Z kjipi — Ep; </~L — ebmi>
J=1 j=1
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On suppose que les migrations donnent un équilibre pour la dynamique rapide. On
applique la méthode de réduction, qui nous permet d’obtenir sur la variété centrale, le

modele prédateurs-proies suivant :

d

o= mll- )+ 0
(I11.43) g}t) K

- = ~plp—ebn)+0(e)

ou les parametres K et b sont donnés en fonction des fréquences d’équilibre (U;, V;),

par :

2
1 (Ui)?
f N Z K;

1=1
2

b= ) UV
1=1

Supposons que les migrations de la proie soient aléatoires et que les migrations du

prédateur soient données par les taux de passage suivants :
P _ P __ _ te
Eis =ang et ky =p=C

On suppose également que le milieu 1 est un refuge pour la proie, c’est-a-dire que
by = 0. Les taux de passage s’interpretent alors de la facon suivante : plus les proies acces-
sibles sont nombreuses, moins le prédateur passe de temps a chasser (voir le paragraphe
sur la réponse fonctionnelle de Holling). On peut alors vérifier que le modele (II1.43) est
un modele prédateurs-proies avec une croissance logistique pour la proie, et une réponse

fonctionnelle de type Holling. On peut le mettre sous la forme explicite suivante :

dn n knp
P S 2 >
(I11.44) o ( k,n)
dt Pt D+n
b
ol k = ZUZQ,D: B et b = ek,

OéUl OéUl

Ce modele est connu (voir [EK]), et une analyse simple de la partie linéaire au point
d’équilibre du quadrant positif montre que son déterminant est strictement positif mais
que la trace peut changer de signe. En eflet, si on note (n,p) les coordonnées du point

d’équilibre, il est facile de voir que :

L puD

n = [

_ n. D+n
= (1l - —

po= - (=



La trace de la partie linéaire L en (n,p) est donnée par :

rn i ~
Tr(L) = m)(ﬂ — D —2n)

Un choix judicieux des parametres de la dynamique rapide peut permettre d’obtenir
I’annulation de cette trace. Par exemple, si on fixe tous les parametres de la dynamique
rapide sauf un, que 'on note A, alors pour un choix judicieux de A\, la trace de L peut
étre nulle. Si pour cette valeur de A, disons Ag, la dérivée de la trace par rapport a A est
non nulle, alors il existe une valeur voisine de \g telle que la trace de la partie linéaire du
champ obtenu sur la variété centrale (avec € non nul, mais proche de zéro) s’annule. On

obtient ainsi une bifurcation de Hopf sur la variété centrale. On peut se référer a [AP],

pour des exemples numériques.
I11.3.3 Exemple d’oscillations rapides

Nous nous intéressons dans ce sous-paragraphe au cas d'un systeme prédateur-proie
aquatique. On propose ici un modele tenant compte des migrations des individus au cours
d’une période de 24 heures. D’apres [MC] (p. 149-181), on constate chez certaines especes
aquatiques, des migrations verticales (dans la colonne d’eau) pendant la journée. Pour fixer
les idées, nous nous intéressons plus particulierement a deux especes que 'on trouve dans
le lac de Babine (Colombie Britannique). Ces deux especes sont I’ Hétérocope (prédateur)
et la Bosmina (proie). Le jour, le prédateur est en bas de la colonne d’eau tandis que la
proie est en haut, c¢’est le contraire la nuit.

Ces migrations se font donc a ’échelle de la journée. On peut s’intéresser également
a plus long terme a l'effet de l'interaction prédateur-proie. A priori, rien ne permet de
penser que les migrations sont dues a la prédation puisque le cycle est de 24 heures. En
effet, il est apparemment plus clair que la lumiere solaire est la cause de ces migrations
périodiques. C’est pourquoi dans le modele que nous proposons, aucun terme de prédation
quel qu’il soit n’intervient dans la dynamique rapide.

On propose deux exemples de dynamique rapide. Le deuxieme exemple nous semble
plus adéquat que le premier pour modéliser la situation proposée dans [MC]. Cependant, il
m’a paru utile d’exposer le premier parce qu’il permet de mieux comprendre la construction

du second.
La dynamique rapide

On divise chaque population (Hétérocope et Bosmina ) en deux états correspondant

au bas et au haut de la colonne d’eau. On notera avec 'indice 1 ’état de la population en
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haut et avec 'indice 2 celui du bas. La forme générale du modele rapide est la suivante :

dn1

—d = klj\;TLQ — k%nl
-

dTLQ

d— = k%nl — klj\;TLQ
-

dp1

—— = kipe—kup
-

dp2

—— = knpr— ki
-

Les k7 sont les taux de passage du haut vers le bas et du bas vers le haut. Dans
I’exemple que l'on considere, ils sont fonction du temps. On passe maintenant au systeme

en fréquences. Le systeme précédent devient alors :

du1
dUQ
(I11.45) J
U1
dU2

Les migrations sont sinusoidales, donc on peut supposer que les taux de migrations le

sont (bien que ce ne soit pas nécessaire). Supposons par exemple que les taux de passage

solent :
N a+ cos(t)
o=
LN ¢ — cos(t)
) B —
(I11.46) b,
P a+ sin(t)
o=
c— sin(t

De (II1.45) et (II1.46), on déduit le systéme suivant :

duy a+cos(t) a+c

dr b b
(I11.47) 7 ,

dﬂ _a+ sin(t) a+c

dr b b
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Ce systeme est résoluble, et les solutions sont :

i) = a  bla+ cbeos(t) + sin(t))
W= a+ec b?++(a+c>2 N
—|—<u1(0) — afll—c T _I_a(a _T_ c)2>e$p[—a b CT]
(I11.48) B a b(a + ¢ bsin(t) — cos(t))
vi(r) = a+c b2 —|—b(a + ¢)?
—|—<v1(0) - - j_ - + T (0t )e:lip[_a —bl— CT]

Remarque : 1l est clair que lorsque 7 devient grand, les troisiemes termes des membres de
droite deviennent petits, et les solutions se comportent comme une constante ajoutée a un
terme oscillant, qui ne dépend pas de la condition initiale. En fait, des que t > aL_i_c5| In(e)],

alors 7 > aL_i_c| In(e)|. Dans ce cas, on a :

a—+c
exp(~ 00y <o
Sil'on pose u = uy — 47 et v = v1 — 1, on remarque que :

uz(T) + U2(T) = C'" + R(7) ot R(7) tend exponentiellent vite vers 0 quand 7 tend vers
“+o00.

Le modele précédent présente bien str certains défauts. En particulier, les parametres
de la proie et du prédateur sont les mémes, ce qui sous entend une influence de la relation
de prédation sur les migrations. D’autre part, et c¢’est sur ce point que nous reprendrons
le modele, lorsque la population de proies est maximale en haut, celle des prédateurs n’est
pas minimale, ce qui n’est pas en accord avec les observations données dans [CM]. Ceci
vient du fait que le cycle rapide vers lequel tendent les fréquences est un cercle. Pour
supprimer ce défaut, nous devons transformer ce cercle en ellipse dans le plan (uq,v1) de
telle sorte que sur lellipse, la valeur maximale de u; corresponde approximativement a la
valeur minimale de vy et réciproquement. C’est pourquoi nous proposons un autre modele

de dynamique rapide. En fait nous modifions seulement les taux de passage.

kY = a— (rw + re2)sin(wr) + (r1 — rew)cos(wr)

KN = 1—a+ (riw+ro)sin(wr) — (r — raw)cos(wr)
(II1.49)

kKR = b— (riw —ra2)sin(wr) 4 (r1 + rew)cos(wr)

KL = 1—b+ (rw—ry)sin(wr) — (r1 + row)cos(wr)
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Avec ces taux de passage, on obtient un systeme (II1.45) qui s’integre, et dont les

solutions sont :

ur(t) = a(l +w?)+ricos(wr) —rosin(wr) + Ri(7)
(IIL.50)
vi(t) = b1+ wz) + ricos(wT) 4+ rosin(wt) + Ra(7)

Les termes R; tendent exponentiellement vers 0 en +oo : si t > ¢|ln(e)|, alors il
existe des constantes M, telles que R;(t/¢) < M;e, pour ¢ = 1,2. et par conséquent, les

fréquences tendent trés vite vers une ellipse, centrée en (a(1 + w?),b(1 + w?)).
La dynamique lente et le modele complet

La dynamique lente est donnée par les termes de croissance et de prédations. On
utilise un modele classique avec une croissance exponentielle (par souci de simplicité),
pour la proie et une réponse fonctionnelle de type Lotka-Volterra, car on fait I’hypothese

que sur chaque subdivision de l'espace (haut et bas), le milieu écologique est & peu pres

homogene.
d
% = er.ny [1 — bl pl]
Cilﬂ = Er.n9 [1 — bz pz]
(II1.51) dT
ﬂ = —&mMm [M — e.bl.nl}
dr
d
% = —&p2 [M — e.bz.nz]

Pour le modele complet, il suffit maintenant d’ajouter le systeme lent et le systeme

rapide, ce qui donne le systeme suivant :

d
% = klj\;TLQ - ké\{rﬂ +er.ny []_ — bl pl]
-
dn
d—: = EkNni —ENng +erns [1 — bz-pz]
(IT1.52) p
% = kSPZ - kﬁpl —E&p1 [M — e.bl.nl]
-
d
% = kﬁpl - kﬁpz — Ep2 [M — e.bg.nz]

On passe au systeme en fréquences, afin de pouvoir utiliser la méthode décrite au
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premier chapitre, ce qui donne :

(I11.53)

duq
dr
dvy
dr
dn
dr
dp
dr

— klj\; — (klj\; —|— ké\i)ul —|— Er.u1 ((% — Ili—ll)n —|— (blulvl —|— bQUQUQ — blvl)p>
= kl% — (klg + kﬁ)vl — &1 (e(blulvl + bQUQUQ — blul)p>

= 5r.n[1 — (byuivy + bzuzvz)P]

= —gp [/,L —e(byurvy + bgu2v2)n]

ouus =1—uy, ve =1—wvy.
Réduction du modéele et dynamique globale

Le systeme (II1.53) est du méme genre que le systeme (1.20). Cela signifie que pour
appliquer la méthode du premier chapitre, il faut trouver un changement de variables
(u1,v1) — (z,p). L’équation paramétrique de lellipse autour de laquelle les fréquences

oscillent, d’apres le systeme (II1.50), est la suivante :
ur = a(l +w?) +ry cos(p) — rysin(p)

vy =b(1+ wz) + 11 cos() + ro sin(yp)

On considere en chaque point p de 'ellipse, une demi-droite issue du centre de l'ellipse
et passant par p. z est la paramétrisation de cette demi-droite, de telle sorte que p corre-
sponde & z = 0. 2 Fixons un compact K x S' x A dans I'espace des phases. D’apres (I-3),
il existe un temps (relativement court) #o tel que si on considére une condition initiale dans
le compact et si on regarde la trajectoire pour un temps ¢t > g, elle est dans z = O(¢).
D’autre part, on a :

b =w+0(e)
d’ou

1
e =wr+0(e)siT<< =
€

On obtient donc les égalités suivantes :
cos(p) = cos(wt)+ O(e)
sin(p) = sin(wr)+ O(¢)

Notons eg1(p,n,p,e) et eg2(p,n,p,e) les expressions respectives de Z—Z et Z—f dans

II1.53). 1l reste a calculer leur moyennisée sur 'ellipse limite. On note G; la moyennisée
Y Y Y
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de g;, les G; sont données par les formules suivantes :

1

2m
Gi(n,p) = ﬁ/o gi(p,n,p,0)dp

Dans le nouveau systeme de coordonnées, on peut mettre les fréquences uy et vy sous

les formes suivantes :

{ up = a(l + wz) + 11 cos(p) — resin(e) + O(¢)
v1 = b(1 + w?) + ry cos(p) + rasin(p) + O(¢)

En remplagant dans (II1.53), les fréquences par leur expression ci-dessus, on en déduit que :
Gi(n,p) = rn(l—1bp)
IT1.54 ’ o

avec

(r)* + (7“2)2>

E:bz(l—(a—l—b)(l—l—wz))—l—(bl—I—bz)<ab(1—|—w2)2—|- -

Finalement, la dynamique globale est donnée par le systeme suivant :

dn
E - Gl(nvp)
(111.55) o
r _
E — GZ(nvp)

On constate que les parametres de la dynamique rapide apparaissent dans les équations
(IT1.55). Ceci signifie, comme dans le cas d'un équilibre rapide ([AP]), que la méthode
permet de voir comment les propriétés du comportement individuel émergent au niveau
populationnel. Si les parametres qui apparaissent dans les taux de passage, donnés par
(IT1.49), sont des constantes, alors le modele (II1.55) est un modele de Lotka-Volterra (non
structurellement stable). Si ces parametres dépendent des densités globales, alors on peut
encore appliquer la méthode, et on obtient un champ non topologiquement équivalent au
champ de Lotka-Volterra.

Si on discrétise la dynamique définie par le champ de vecteurs donné par (II1.55),
selon le procédé décrit au premier chapitre, on obtient un difféomorphisme F, qui est
une perturbation du difféomorphisme que 'on aurait obtenu par la méthode de la variété
centrale (voir premier chapitre). Si F' est structurellement stable, la dynamique (II1.55) est
valable sans limitation de durée. Sinon la validité est effective pendant un temps 7 << é

Dans notre exemple, si les parametres de la dynamique rapide dépendent des densités

globales, alors on peut esperer obtenir un champ (II1.55) structurellement stable, puisque
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les champs structurellement stables sur le plan constituent un ouvert dense dans ’espace
des champs de vecteurs sur le plan. En outre, on observe a nouveau l’émergence des
propriétés de la dynamique rapide au niveau des populations.

Enfin, on a supposé au début de ce travail, que pour chaque valeur des variables lentes,
et pour ¢ = 0, les variables rapides tendent vers un cycle limite hyperboliquement stable.
Supposons maintenant que cette hypothese soit vraie, mais seulement sur un compact de
Iespace des variables lentes, et que sur le bord de ce compact, il y ait une valeur de (n, p)
pour laquelle le cycle perd sa stabilité ([Ne]). Les trajectoires qui, avant que (n,p) ne
sorte du compact, allait sur l'orbite périodique, peuvent maintenant se diriger sur un autre
attracteur. Ceci signifie que les individus ont un comportement completement différent de
celui qu’ils avaient avant. Autrement dit, les individus ont un comportement qui engendre
une dynamique globale. Celle-ci, de par son évolution, peut également contraindre les
individus a modifier leur comportement en fonction des densités globales. Les modeles du
type (I.1), traités comme dans ([AP], [AR]) ou comme dans ce travail permettent donc de

mettre en évidence un phénomene d’émergence-immergence.
Conclusion

Nous proposons dans cette these, des méthodes permettant d’écrire des modeles de dy-
namique de population en tenant compte du comportement individuel et de I’hétérogénéité
spatiale. Ces méthodes, décrites dans le premier chapitre, sont utilisées dans les deux
chapitres suivants. Le deuxieme chapitre montre que lorsque 1'on considere un modele
dégénéré comme celui de Lotka-Volterra sur plusieurs milieux homogenes, et que 1’on intro-
duit des migrations aléatoires entre ceux-ci, la dégénérescence disparait. Dans le troisieme
chapitre, on montre analytiquement sur des exemples, comment les migrations entre dif-
férents milieux interviennent dans la dynamique globale de la population. Nous traitons
le cas de la croissance d’une population isolée, de la compétition entre deux especes et de
la prédation.

Il faut remarquer que les méthodes que nous proposons ne fonctionnent que dans le
cas ou la dynamique de migration est plus rapide que celle de croissance. En général, les
méthodes de réduction que 'on propose fonctionnent pour des systemes ayant au moins
deux échelles de temps. D’apres des simulations sur ordinateur, un rapport de un dixieme
entre les échelles de temps donne déja des résultats intéressants. Il serait intéressant de
déterminer analytiquement la valeur maximale de ce rapport entre les échelles de temps
pour laquelle les méthodes d’agrégation seraient valides.

Dans le cas de plus de deux échelles de temps, on applique les méthodes de maniere
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itérative, en vérifiant que les hypotheses sont satisfaites a chaque étape. En ce qui concerne
les méthodes proprement dites, il serait intéressant de les appliquer maintenant a des
peuplements. Ceci nécessite 'existence d’une intégrale premiere a courte échelle de temps.
Un bon candidat pour cette intégrale premiere est peut-étre la biomasse, si 'on admet
que cette grandeur est constante pour une certaine échelle de temps. Par ailleurs, il
existe d’autres types d’attracteurs que ceux que nous avons traités, comme les attracteurs
étranges par exemple. La réalisation de méthodes de réduction dans ces cas est alors
plus difficile. 1l est indispensable de connaitre la validité expérimentale de nos résultats

théoriques avant d’envisager des situations plus complexes.

Revenons aux résultats énumérés au troisieme chapitre. On part généralement d’'un
modele local fondé sur la loi d’action de masse. On introduit des migrations spatiales
rapides ou bien des changements rapides de comportements. On obtient une dynamique
globale a long terme qui n’est généralement pas du méme type que les dynamiques lentes
locales. Nous avons essayé de retrouver certains modeles classiques a partir d’exemples de
migrations. Dans ce but, nous avons parfois proposé des taux de passage qui ne dépendent
que des densités globales. Ceci est évidemment discutable : nous ne ’avons fait que par
souci de simplicité. Il serait intéressant a partir de la, de travailler sur des exemples de mi-
grations expérimentales. Des taux de migrations donnés expérimentalement conduiraient

a un modele global unique.

Nous espérons que ces méthodes permettent de construire des modeles de dynamique
de populations a partir de la dynamique des individus, au moins dans le cas ou ceux-ci ont
des migrations rapides par rapport a la dynamique de leur population; elles permettraient
d’élaborer des modeles fondés davantage sur une connaissance locale que sur des arguments

phénoménologiques.

Comme nous "avons constaté a plusieurs reprises, la dynamique individuelle induit
des propriétés nouvelles dans la dynamique de population. Réciproquement, cette dy-
namique de population a une influence sur les comportements individuels. Il est également
intéressant de comprendre comment ces immergences de propriétés agissent a leur tour sur
la dynamique globale. Nous espérons que les travaux de Neischtadt ([Ne]) sur le retard a

la bifurcation apporteront un premier élément de réponse a ce probleme.

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

83



[A1]

[A2]

[A3]

[A4]

[Ar]

[Aul]

[Au2]

[Au3]

[Aud|

[AP]

[AR]

[AS]

Arditi R. (1975) Etude de modeles théoriques de ’écosysteme a deux especes proie-
prédateur. Specialty Doctorate Thesis, University of Paris 7, Paris, France.

Arditi R. Ginzburg Lev R. (1989) Coupling in Predator-Prey dynamics : ratio-
dependence. Journal of theoretical Biology 139 : 311-326.

Arditi R. Ginzburg Lev R. Akcakaya H.R. (1991) Variation in Plankton Densities
among Lakes : a case for Ratio-Dependent Predation Models. The American Natu-
ralist 138, n°5 : 1287-1296.

Arditi R. Sajah H. (1992) Empirical Evidence of the Role of Heterogeneity in Ratio-
Dependent Consumption. Ecology 73, n°5 : 1544-1551.

Arnold V. (1980) Chapitre supplémentaire sur la théorie des équations différentielles
ordinaires, ed. MIR.

Auger P.M. (1982). Coupling between N levels of observation of a system. (Biological
or physical) resulting in creation structure. Int. J. General Systems 8: 83-100.
Auger P.M. (1983). Hierarchically organized populations: interactions between indi-
vidual, population and ecosystem levels. Math.Biosci. 65: 269-289.

Auger P.M. (1986). Dynamics in hierarchically organized systems: a general model
applied to ecology, biology and economics. Systems Research 3: 41-50.

Auger P.M. (1989). Dynamics and thermodynamics in hierarchically organized sys-
tems. Applications in Physics, Biology and Economics. Pergamon Press, Oxford.
Auger P.M. Poggiale J.C. (1995). Prey-Predator models in an heterogeneous environ-
ment with different time scales.

Auger P.M.. Roussarie R. (1994) Complex Ecological Models With Simple Dynamics:
From Individuals to Population ActaBiotheoretica 42 : 111-136.

Allen T.F.H. Starr T.B. (1982). Hierarchy. Perspectives for ecological complexity.
University of Chicago, Chicago.

Barbault R. (1992). Ecologie des peuplements : Structure, dynamique et évolution.

Masson.

84



[Be]

[Ber]

[Ho

[Hol]

[HPS]

[TAL]

[ILA]

Beddington J.R. (1975). Mutual interference between parasites or predators and its
effect on searching efficiency. Journal of Animal Ecology 44. : 331-440.

Berryman Alan A. (1992). The origins and evolution of Predator-Prey Theory. Eco-
logy. 73 (5). : 1530-1535.

Carr J. (1981). Applications of Centre Manifolds. Applied Mathematical Sciences 35.
Springer Verlag, New York.

Cale W.G. O'Neill R.V. Gardner R.H. (1983). Aggregation error in nonlinear ecolo-
gical models. J.Theor.Biol. 100: 539-550.

Edelstein-Keshet L. (1988). Mathematical Models in Biology. Random House, New
York.

Fenichel N. (1971). Persistance and smoothness of invariant manifolds for flows. In-
diana Univ. Math. Journal. 21: 193-226.

Francoise J.P (1993) Successive Derivatives of a First Return Map, Application To
the Study of a Quadratic Vector Fields, Preprint Université Paris VI.

Gard T.C. (1988). Aggregation in stochastic ecosystem models. Ecol. Modelling 44:
153-164.

Gardner R.H. Cale W.G. O’Neill R.V. (1982). Robust analysis of aggregation error.
Ecology 63: 1771-1779.

Hale J.K. (1969) Ordinary Differential Equations. Pure and Applied Mathematics,
vol XX1.

Hanski I. (1991) The functional Response of predators : worries about scale. Trends
in Ecology and Evolution, 6 : 141-142.

Hoppensteadt F.C. (1966). Singular perturbations of the infinite interval. Trans.
Amer. Math. Soc. 123: 521-535.

Holling C.S. (1959) Some characteristics of simple types of predation and parasitism.
Can. Ent. 91 : 385-398.

Hirsch M.W. Pugh C.C. Shub M. (1977). Invariant manifolds. Lecture notes in
mathematics. 583. Spinger Verlag, Berlin.

Ives A.R. (1992) Continuous-time models of host-parasitoid interactions. American
Naturalist. Vol. 140 : 1-29.

Iwasa Y. Andreasen V. Levin S.A. (1987). Aggregation in model ecosystems. 1. Perfect
Aggregation. Ecol. Modelling 37: 287-302.

Iwasa Y. Levin S.A. Andreasen V. (1989). Aggregation in model ecosystems. II.
Approximate aggregation. IMA J. Math. Appl. Med. Biol. 6: 1-23.

Kelley A. (1967). The center, center-stable, stable, center-unstable and unstable ma-
nifolds. J.Diff. Eqns. 3:546-570.

85



Luckyanov L.K. (1984) Linear aggregation and separability of models in ecology. Ecol.
Modelling 21: 1-12.

Mangel M., W.Clark C. (1988 ) Dynamic Modeling Behavioral Ecology, Princeton,
New Jersey.

Mardsen J.E. McCracken M. (1976). Hopf bifurcation and its applications. Applied
Mathematical Sciences. 19. Springer Verlag. New York.

May R.M. (1976). Theoretical Ecology: Principles and Applications. Blackwell.
Oxford.

Michalski J. Poggiale J.C. Arditi R. Auger P.M. Feeding rates and migration in a
heterogeneous environment. Soumis a Mathematical Biology.

Murray J.D. (1989). Mathematical Biology. Biomathematics text 19. Springer Verlag.
Berlin.

Nayfeh A.H. (1973). Perturbations methods. John Wiley. New York.

Neishtadt A.I. (1987). Persistence of stability loss for dynamical bifurcations. Diffe-
rentsial’nye Uravneniya, Vol.23, N¢12: 2060-2067.

Palis Jr. J. De Melo W. (1982). Geometric Theory of Dynamical Systems, an intro-
duction. Springer Verlag.

Poggiale J.C., Auger P.M., Roussarie R. (1995) Perturbations of Lotka-Volterra’s sys-
tem by behavioral sequences, ActaBiotheoretica.

Palis J. Smale S. (1968). Structural stability theorems. Proceeding of the A.M.S.
Symposium on Global Analysis. Berkely.

Thom R. (1972) Stabilité Structurelle et Morphogénese. W.A. Benjamin, INC.
Weiss P. (1971). Hierarchically Organized Systems in theory and practise. Hafner
publishing company. New York.

Wiggins S. (1988). Global bifurcations and chaos. Springer Verlag. New York.
Zvonkin A.K. Shubin M.A. (1984). Usp. Mat. Nauk. 39, Ng2: 77-127.

86



