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Questions de cours :

1) On dispose d’une série chronologique (z1,---,2n). Expliquer comment reconstruire 'attracteur associé dans
I’espace des phases de maniere compléte et précise, en supposant qu’il n’y a pas de suréchantillonnage ; il faudra
notamment détailler completement la procédure permettant de déterminer la dimension de plongement.

2) Décrire la bifurcation obtenue par perte de stabilité d’une orbite périodique par passage d’une valeur propre de
la jacobienne de 'application de Poincaré par la valeur 1.

Exercice 1 : Interpréter la figure suivante et en déduire quelques propriétés de la série temporelle dont elle est
tirée.
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FIGURE 1 — Diagramme de récurrence.

Exercice 2 : On considere le systeme défini par :

Ti41 = f(mt) (1)

ou f(x) = axexp(—bzx), a et b sont deux réels positifs et xg € R.

1) Tracer le graphe de f sur I'intervalle [0; 1].

2) On suppose que x € [0; 1], donner une condition sur les parametres a et b pour que f(z) € [0, 1].

3) Déterminer les équilibres du modele (1).

4) Etudier la stabilité des équilibres déterminés dans la question précédente.

5) Quel type de bifurcation a-t-on lorsque a = exp(2) 7 Quelle est la valeur minimale de b pour que cette
bifurcation puisse se produire tout en conservant ’application f de [0;1] dans [0;1]?

6) La figure (2) montre le diagramme de bifurcation de ce systéme en fonction du parametre a pour b fixé.
Interpréter ce diagramme.

7) La figure (3) représente 'exposant de Lyapunov de ce systéme en fonction du parametre a pour b fixé.
Que nous apprend-il ? Quelles sont les relations entre cette figure et la figure (2) ?

8) La figure (4) présente sur le méme graphique, la fonction f, la fonction f o f et la fonction fo fo fo f.
Que nous apprend ce graphique ? A quel mécanisme de formation de la dynamique chaotique permet-il de penser ?

Exercice 3 : On considére un systéeme de la forme :

dX

& = F(X,p) (2)



FIGURE 2 — Diagramme de bifurcation en fonction du parametre a.
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F1GURE 3 — Exposant de Lyapunov.

ol X € R", n > 2 et p est un parametre réel. L’application F est C! par rapport & X et par rapport a p. On suppose
que ce systeme admet, pour chaque p, une orbite périodique notée v,. On considere une section de Poincaré notée
¥, sur laquelle I'application retour de Poincaré P, est définie. La section de Poincaré est paramétrée par x et on
note zy la position de l'intersection entre ¥ et «, (on peut toujours supposer que xo ne dépend pas de p quitte &
redéfinir la paramétrisation de X).

1) Pour une valeur fixée de u < 0, on suppose que lorbite périodique est stable. Comment caractériser cette
hypothese au moyen de P, ?

2) On suppose que l'orbite périodique est stable pour tout p < 0 et instable pour tout p > 0. Comment
cela se traduit-il au niveau des valeurs propres de DPy(zo) ?

3) On suppose qu'une valeur propre de DPy(zg) est égale & 1. Comment cela se traduit - il sur le compor-
tement des trajectoires du systeme (2) au voisinage de I'orbite périodique ~,, lorsque > 0 et petit.

4) Quelle équation, utilisant P, permet de caractériser une orbite périodique de période deux fois plus
grande que celle de v, 7 Comment caractériser la stabilité d'une telle orbite périodique de période double ?

Exercice 4 : On s’intéresse a ’équation différentielle :

d
== pr—a? (3)
Construire le diagramme de bifurcation. De quelle bifurcation s’agit - i1? Donner un exemple de modele ou elle se

rencontre et interpréter cett bifurcation dans I’exemple cité.



—f
=== fof

- - - - fofofof

FIGURE 4 — Représentation graphique de f, fof et fofof.



